Kapitel 6

Thermische Eigenschaften des
Kristallgitters

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit den thermischen Eigenschaften des Kristallgitters
beschiftigen. Dabei werden wir nur die mit den Phononen verbundenen Eigenschaften dis-
kutieren. Die erhaltenen Ergebnisse sind deshalb hauptséchlich fiir Isolatoren relevant. Auf
die thermischen Eigenschaften von Festkorpern, die mit dem elektronischen System oder mit
magnetischen Anregungen zusammenhéngen, werden wir spéter bei der Diskussion von Me-
tallen, Supraleitern oder magnetischen Materialien eingehen. Die mit dem Kristallgitter ver-
bundenen thermischen Eigenschaften spielen allerdings auch fiir diese Systeme eine Rolle, da
der Beitrag der Gitterschwingungen immer demjenigen der elektronischen oder magnetischen
Anregungen iiberlagert ist

Im Einzelnen werden wir folgende Eigenschaften von Isolatoren diskutieren:

e spezifische Warme
o thermische Ausdehnung

o Wirmeleitfahigkeit

Zur Diskussion der thermischen Eigenschaften des Kristallgitters werden wir einige grundle-
gende Beziehungen der Thermodynamik und der statistischen Physik verwenden. Diese wer-
den wir nur plausibel machen ohne sie explizit abzuleiten.
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6.1 Spezifische Wiarme

6.1.1 Definition der spezifischen Wiarme

Die Warmekapazitit eines Festkorpers ist wie folgt definiert:

Die Warmekapazitat eines Stoffes ist diejenige Warmemenge AQ, die benétigt wird,
um seine Temperatur um 1K zu erhéhen:

zugefiihrte Warmemenge ~ AQ

C = .
Temperaturerhohung AT

6.1.1)

Die auf diese Weise definierte Warmekapazitdt hangt natiirlich von der Stoffmenge ab. Um
verschiedene Materialien vergleichen zu konnen, wird C meistens auf die Stoffmenge 1 mol
bezogen. Wir bezeichnen diese molare Wiirmekapazitdt mit C™:

m o — _ AQ J
= AT - mol [K-mol] ’ (6-12)

Das Verhiltnis der Warmekapazitat zur Masse eines eines Stoffes bezeichnen wir als spezifische
Wirmekapazitit

_ Gy J

Der Zusammenhang zwischen der spezifischen Warme und der inneren Energie U folgt aus
dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik:

dQ = dU+dw = dU+ pdV . (6.1.4)

Hierbei ist dQ die zugefithrte Warmemenge, dU die Anderung der inneren Energie und
dW = pdV die geleistete Arbeit. Wir sehen, dass die durch die zugefiihrte Warmemenge dQ
erzielte Anderung der inneren Energie davon abhingt, ob wir den Druck p oder das Volumen
V festhalten.

Halten wir das Volumen V des Festkorpers konstant, d.h. 4V = 0, so erhalten wir die spezifi-
sche Wirme bei konstantem Volumen:

_ 99
CV = ﬁ —
14

_au

g (6.1.5)

v

Wir sehen, dass Cy direkt mit der inneren Energie des Festkorpers zusammenhéangt.
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In Experimenten ist es meist sehr schwierig, das Volumen eines Festkorpers konstant zu halten,
da der Festkérper sich aufgrund anharmonischer Effekte ausdehnt (siehe Abschnitt[6.3). Expe-
rimente werden fast immer bei konstantem Druck durchgefiihrt, weshalb die Warmekapazitat
bei konstantem Druck

3
C, = a% (6.1.6)
p

gemessen wird. Die Thermodynamik liefert folgenden allgemeinen Zusammenhang zwischen
Cy und Cp:

C,—Cy = TV&B . (6.1.7)

Hierbei ist & der Volumenausdehnungskoeffizient (vergleiche Abschnitt[4.3.1) und B der Bulk-
Modul (vergleiche Abschnitt[3.2.4). Die Differenz zwischen C, und Cy ist aber tiblicherweise
sehr klein und wir wollen sie im Folgenden Vernachléissigenﬂ Fiir Blei betrdgt z.B. C, =
24]/mol K, V1 = 18.4cm3, B = 4 x 10°]/cm3, 56 = 3 x 107°K~! und damit Cp—Cy ~
2]/mol, also C, — Cy < Cp.

6.1.2 Klassische Betrachtung

Wir wollen das Kristallgitter zunéchst als System von wechselwirkungsfreien Teilchen betrach-
ten. Mit Hilfe des Gleichverteilungssatzes der klassischen Thermodynamik kénnen wir diesen
Teilchen eine mittlere kinetische Energie von 1kgT pro Freiheitsgrad zuordnen. Verallgemei-
nern wir dies auf Teilchen mit einer harmonischen Welchselwirkung Wechselwirkung, so er-
halten wir JkgT fiir die mittlere kinetische und JkpT fiir die mittlere potentielle Energie pro
Freiheitsgrad.

Haben wir in einem Kristall N Atome mit je 6 Freiheitsgraden (3 kinetische + 3 potentielle fiir
ein dreidimensionales System), so erwarten wir fiir die mittlere innere Energie

1
U = U9+6N- kT = U +3NksT . (6.1.8)

Hierbei ist U1 die Energie des statischen Gitters. Fiir die Warmekapazitdt erhalten wir daraus
das Gesetz von Dulong—Petitﬂ

' Cy = 3Nkp .| (6.1.9)

Die Teilchenzahl N kénnen wir als N = vN, schreiben, wobei Ny = 6.022 141 99(47) x
10%% 1/mol die die Avogadro-Konstante oder Loschmidtsche Zahl und v die Molzahl ist. Fiir
die molare spezifische Wéarme erhalten wir dann

Cy = 3Njpkp = 3R ~ 249]/molK . (6.1.10)

1Anmerkung: In harmonischer Néherung ist C, = Cy, da 6 = 0, siehe Abschnitt
2Pierre Louis Dulong, geboren 1785 in Rouen, gestorben 1838 in Paris. Alexis Thérese Petit, geboren 1791 in
Vesoul, gestorben 1820 in Paris.
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Hierbei ist R = 8.314 472(15) J/mol K die allgemeine Gaskonstante.

Eine wichtige Voraussetzung bei der Ableitung dieses Ergebnisses ist das Vorliegen von von-
einander unabhéngigen Gitterschwingungen (Normalschwingungen). Deshalb ist die Ablei-
tung nur fiir den Hookeschen Bereich giiltig, in dem anharmonische Effekte vernachlassigt
werden konnen. Wir wollen im Folgenden die obigen Ergebnisse genauer ableiten und dabei
einige der verwendeten Konzepte niher erortern.

Thermodynamischer Mittelwert

In der Thermodynamik betrachten wir im Allgemeinen grofie Systeme mit vielen Teilchen. Ist
A(p, r) eine MessgroBle, die von der Konfiguration der Koordinaten p und r abhingt (eine
solche Konfiguration nennen wir einen Mikrozustand), so konnen wir den Mittelwert dieser
Grofle im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Temperatur T wie folgt angeben:

[ d®pd®r A(p,r)ePH(PY)
A = [ dBpdire PHRX (6.1.11)

Dabei ist H(p, r) die klassische Hamilton-Funktion und 3 = 1/kpT. Gleichung ist ein
zentrales Ergebnis der klassischen Thermodynamik. Wir sehen, dass wir, um den Mittelwert zu
erhalten, iiber alle Konfigurationen p, r summieren (Integration) und dabei die Konfiguration
mit einem Boltzmann-Faktor wichten. Dadurch werden Konfigurationen mit hoher Energie
weniger wahrscheinlich als solche mit niedriger Energie. Der Nenner in dient nur der
Normierung.

Vertiefungsthema: Mittlere innere Energie

Einen Kristall kénnen wir in harmonischer Naherung durch folgende Hamilton-Funktion be-
schreiben (vergleiche Abschnitt[5.T):

2
H =Y 2pTv1 + U 4 yham 6.1.12)
1

Hierbei lauft die Summation tiber i iiber alle Punkte des Bravais-Gitters. Fiir die mittlere Ener-
gie erhalten wir dann:

[drH e FH d _BH
) = “rgresm = —aﬁln/dFe oH (61.13)
Hierbei bezeichnet
ar = []d&ud’p; (6.1.14)

das Integral iiber alle a3 pid?’ui, wobei u; die Auslenkung des i-ten Atoms ist. Die Berechnung
von (U) gelingt mit folgenden Substitutionen

1 - 1 5
W = ﬁ“i Pu; = Wd%ti (6.1.15)
1 1
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Damit erhalten wir
2
-BH _ 3,13 _ p eq harm
/dFe /Hdudpexp( ﬁ[;2M+U + Ul
T ([ E us ue
- H [33/2 [33/2 P exp ; oM VB el
=2
—3N ,—BU 3~ 137 p harm
= pNe b {/Hdudpexp(—;m—uel )}

= pWNe P (6.1.17)

)

wobei die GrofSe F in den geschweiften Klammern nicht von 3 abhdngt. Damit erhalten wir

uy = —iln {ﬁ*‘?’Ne*ﬁueq F}

E (_3N/373N71e—/3u‘*q _ ﬁ73Nueqef[3Ueq)
BfaNefﬁueq F

= ueq+3/§\] = U® 4 3NkgT . (6.1.18)

Wir finden also in der Tat das Ergebnis (6.1.8) und damit Cy = 3Nkp.

Wir wollen hier noch zwei Anmerkungen machen. Erstens erhalten wir fiir T = 0 das Ergeb-
nis (U) = U®I. Dies zeigt, dass wir klassisch gerechnet haben und daher Nullpunktsschwin-
gungen nicht berticksichtigt haben. Zweitens ist U®1/Atom ~ 1eV und daher grofl gegen
kgT ~meV. Um einen Vergleich zwischen Theorie und Experiment zu machen, bieten sich
deshalb Messgrofien an, die nicht von U1 abhédngen. Eine solche Messgrofse ist gerade Cy .

Experimentelle Befunde

Bevor wir zu einer quantenmechanischen Berechnung von (U) tibergehen, wollen wir kurz das
klassische Ergebnis mit experimentellen Befunden vergleichen. Abb. [6.1] zeigt die spezifische
Wairme ¢, von verschiedenen Isolatoren. Es ist deutlich Folgendes zu erkennen:

1. bei hohen Temperaturen nihert sich die gemessene spezifische Warme dem Dulong-Petit
Wert an. Teilweise liegt ¢, oberhalb dieses Wertes, was allerdings darauf zurtickzuftihren
ist, dass der experimentelle Wert ¢, und der Dulong-Petit-Wert ¢y darstellt und immer
cp > cy gilt.

2. bei tiefen Temperaturen ist das klassische Ergebnis vollig falsch. Man beobachtet eine
drastische Abnahme der spezifischen Warme mit abnehmender Temperatur. Das Experi-
ment liefert ¢, oc T°.

Waéhrend wir die Abweichungen der experimentellen Daten vom Dulong-Petit Wert bei ho-
hen Temperaturen auf anharmonische Effekte zuriickfitihren kénnen, zeigen die starken Ab-
weichungen bei tiefen Temperaturen deutlich das Versagen der klassischen Beschreibung.
Wir miissen unsere Uberlegungen deshalb auf eine quantenmechanische Beschreibung erwei-
tern. Der Ubergang von der klassischen Beschreibung nach Dulong-Petit zur quantenmecha-
nischen Beschreibung entspricht dem Ubergang vom Rayleigh-Jeansschen zum Planckschen
Strahlungsgesetz bei der Beschreibung des Spektrums eines schwarzen Strahlers. Wir wer-
den auf diese Analogie zwischen Phononen und Photonen spéter in Abschnitt[6.1.6) nochmals
zuriickkommen.
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Abbildung 6.1: Spezifische Wéarme ¢, von Silizium (a), Germanium (b) und Diamant (c); T,, mar-
kiert die Schmelztemperaturen. Um den Wert in J/mol K zu erhalten, muss mit der Molmasse von Si
(28.08 g/mol), Ge (72.61 g/mol) und Diamant (12 g/mol) multipliziert werden. Der Dulong-Petit Wert fir
Cy (gestrichelte Linie) betragt 0.882 J/g K fiir Si, 0.343 J/g mol fir Ge und 2.075 J/g mol fir Diamant .

6.1.3 Quantenmechanische Betrachtung

Unsere bisherige Diskussion legt nahe, dass die Quantisierung der Gitterschwingungen ent-
scheidend fiir die innere Energie und damit die spezifische Warme des Kristallgitters ist. Die-
sen Sachverhalt kénnen wir uns durch folgende anschauliche Uberlegung klarmachen. Bei
geniigend kleinen Temperaturen wird immer iw >> kgT gelten. Fiir einen klassischen har-
monischen Oszillator ist das kein Problem, da fiir diesen beliebige Energien mdoglich sind und
er folglich nach wie vor die Energie kg T aus dem Warmebad aufnehmen kann. Fiir einen quan-
tenmechanischen Oszillator sind dagegen nur die diskreten Energiewerte

E, = <n + ;) hw (6.1.19)

moglich. Fiir iw > kpT kann ein solcher Oszillator keine Energie aus dem Bad aufnehmen
und er verbleibt im Grundzustand. Bei geniigend hohen Temperaturen, d.h. icw < kgT, ist das
natiirlich moéglich. Dies ist in Abb. [6.2]anschaulich dargestellt.

In einem Kristall liegt nun eine Vielzahl von Eigenfrequenzen wy, vor. Mit abnehmender Tem-
peratur verbleibt eine immer grofiere Zahl dieser Oszillatoren im Grundzustand. Wir sprechen
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ho>> kT ho << kgT

I kBT

Abbildung 6.2: Veranschaulichung zur Besetzung von Oszillatorzustanden bei tiefen (links) und hohen
Temperaturen (rechts). Bei tiefen Temperaturen kann der Oszillator keine Energie aus dem Wéarmebad
aufnehmen und verbleibt im Grundzustand.

von einem “Ausfrieren” der Schwingungsfreiheitsgrade. Dieses fiihrt dazu, dass die spezifi-
sche Warme fiir T — 0 auch gegen Null geht. Wir wollen nun diese Situation quantitativ
erfassen.

Quantenmechanischer Mittelwert der inneren Energie

Wir betrachten ein System aus 3N harmonischen Oszillatoren (z.B. Normalschwingungen ei-
nes dreidimensionalen Kristalls aus N Gitterzellen mit einatomiger Basis) in Kontakt mit ei-
nem Wiarmebad der Temperatur T. Wir miissen jetzt bei der Berechnung des Mittelwerts der
inneren Energie dieses Systems die Quantisierung der Energie berticksichtigen. Da wir gemafs
ein diskretes Energiespektrum vorliegen haben, miissen wir von einer Integration zu
einer Summation tibergehen. Wir erhalten

Z Ene_ﬁEn

n

Wie bei der klassischen Betrachtung wird jeder Zustand mit einem Boltzmann-Faktor gewich-
tet. Setzen wir (6.1.19)) in (6.1.20) ein, so erhalten wir

§ (n+3)hw e B(nti)hew
uy = us4+3N="__
Z e—ﬁ(n-i—%)hw
n=0
. e—ﬁhw/z of’ nhw e—ﬁhwn
= U®+3N{ -hw+ n=0_ . (6.1.21)
2 e Bhw/2 ¥ o—Bhawn
n=0
Mit x = e P finden wir
1 % nx"
= + Wi =+ — -1
(u) U9 + 3N# =0 (6.1.22)
2 n
Y «x
n=0
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Mit den Identititen
o0 " 1
Z x*t = (6.1.23)
= 1—x
> d & d 1 X
n-x" = x-— ) x" =x-— = . (6.1.24)
ng’o dx n;o dx1—x (1—x)?
erhalten wir dann
1 1
(U) = U®1+3Nhw (2 + 1 i x> = U®l + 3Nhw <2 + <n>> . (6.1.25)

Wir definieren das Scharmittel (n) = Y nx"/Y x" = 1/(1 — x) und erhalten unter Benutzung
von x = e Mw/ksT

1
<1’l> = T
efsT —1

Uy = U+ 3Nhw (; + <n>> : (6.1.26)

Das Scharmittel (n) gibt die mittlere Anregungszahl des Oszillators bzw. die mittlere Beset-
zungszahl der entsprechenden Phononen im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T
an.

Gleichung stellt einen Spezialfall der allgemeinen Planck- oder Bose-Einstein-
Verteilungsfunktion dar. Eine detaillierte Ableitung der allgemeinen Bose-Einstein-
Verteilungsfunktion ist in AnhanglF| gegeben. Da bei den Phononen die Teilchenzahl nicht
erhalten bleibt, taucht in der Verteilungsfunktion kein chemisches Potenzial u auf. Dies ist
vollig analog zu einem Photonengas (siehe hierzu Abschnitt[6.1.6). Der Temperaturverlauf der
Bose-Einstein-Verteilung ist in Abb. grafisch dargestellt. Wir sehen, dass (n) o« kgT fiir
kT > hw, was der klassischen Erwartung entspricht.

Wahrend wir also fiir die Phononen die fiir Bosonen geltende Bose-Einstein-
Verteilungsfunktion verwenden miissen, konnten wir fiir klassische (unterscheidbare)
Teilchen mit der Energie E, die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

o—En/ksT

(n) = NW (6.1.27)

verwenden.

Dreidimensionales Gitter mit mehratomiger Basis: Wir hatten bei unserer obigen Diskus-
sion eine einatomige Basis angenommen. Liegt eine mehratomige Basis mit » Atomen vor, so
haben wir statt 3N jetzt 3rN Schwingungsmoden vorliegen. Wir miissen dann die Schwin-
gungsfrequenzen wgq, sowohl mit den erlaubten q-Vektoren als auch den méoglichen Polarisa-
tionen r durchnummerieren. In Analogie zu konnen wir die mittlere Besetzungszahl
von Phononen des Typs q, r bei der Temperatur T zu

1
<7’lqr> = v (6.1.28)

efsT —1
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kBT /Mo

Abbildung 6.3: Die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion. Bei hohen Temperaturen nimmt die Beset-
zungszahl in etwa proportional zur Temperatur zu. Die Funktion ((n) + %) nahert sich fiir hohe Tem-
peraturen dem klassischen Grenzfall (gestrichelt) an.

angeben. Fiir die mittlere Energie finden wir damit

1 hw
(U) = U4y Shwg+), - - (6.1.29)
qr ar e kT _ 1

Wir sehen, dass sich dieser Ausdruck deutlich vom klassischen Dulong-Petit Resultat unter-
scheidet. Er enthélt erstens die Nullpunktschwingungen und nimmt zu tiefen Temperaturen
hin stark ab, da die mittlere Besetzungszahl der Phononen stark abnimmt.

6.1.4 Temperaturverlauf der spezifischen Warme

Mit der inneren Energie (6.1.29) konnen wir sofort die Warmekapazitit bei konstantem Volu-
men angeben:

a(U) 0 Thwg
CV = e = Zi T . (6.1.30)
aT 14 q.r aT ethc'lT _ 1

Wir wollen diesen Ausdruck fiir den Grenzfall hoher und niedriger Temperaturen analysieren.

1. Hohe Temperaturen: kT > hwyg,
In diesem Grenzfall konnen wir die Exponentialfunktion entwickeln und erhalten

kgT

g (6.1.31)

(nqr) ~
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Damit ergibt sich
0 kgT
CV = — hwgy —— = kB = 3TNkB . (6132)
;; oT ¥ hiwgr qu’

Wir finden also das klassische Dulong-Petit Gesetz. Dies war nach der obigen Diskussion
(vergleiche hierzu auch Abb. zu erwarten. Fiir kyT > hwg, nehmen alle Schwin-
gungsmoden Energie aus dem Warmebad auf. Es sind keine Freiheitsgrade eingefroren
und das System verhilt sich klassisch.

. Tiefe Temperaturen: kpT < hiwgq,

Die Diskussion des Tieftemperaturverhaltens ist etwas schwieriger. Um einen einfachen
Ausdruck abzuleiten, werden wir einige Naherungen machen. Zunichst nehmen wir
an, dass N grofs ist (grofser Kristall), so dass die Zustidnde im g-Raum dicht liegen. Wir
konnen dann die Summation tiber q in eine Integration tiberfiihren:

Z—>Z/d3qz :Z/cﬁq

1.BZ

(6.1.33)

Wir konnen zusétzlich fiir tiefe Temperaturen folgende Naherungen machen:

e Wir betrachten nur die akustischen Moden, da die optischen Moden hohe Energi-
en besitzen und deshalb ihre Besetzung Vernachlassigbar klein ist. Die Summe Y,
tiber alle Moden konnen wir dann durch die Summe Y7, iiber die drei akustischen
Moden ersetzen.

e Fiir gentigend tiefe Temperaturen konnen wir die Dispersionskurven der akusti-
schen Zweige durch Geraden w;(q) = v;q anndhern (siehe hierzu Abb. . Hierbei
sind v; die Schallgeschwindigkeiten der drei akustischen Moden.

e Das Integral iiber die 1. Brillouin-Zone wird durch ein Integral iiber alle g ersetzt.
Da die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion fiir grofie 4 wegen kzT < fiw sehr klein
ist, ist der hierdurch gemachte Fehler vernachléssigbar klein.

Mit diesen Ndherungen erhalten wir

V 33 T 5 hvig
Cy ale / P e - (6.1.34)
=t

Wir werten das Integral in Kugelkoordinaten aus. Es gilt dann d3q = ¢*dq sin 9d9d¢p
7*dqdQ und das Integral iiber dQ = sin 9d9dg ergibt 471. Mit den Abkiirzungen x
hviq/kpT bzw. dx = dghv; /kgT erhalten wir

3V 9 (ksT
v o= o aT o / dx _1, (6.1.35)

wobei wir fiir die mittlere Schallgeschwindigkeit der drei akustischen Moden

1S [da 1
_ 2 - 1.
2 32 in o) (6.1.36)
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Abbildung 6.4: Zur Veranschaulichung der Naherungen bei der Ableitung des Tieftemperaturgrenzfal-
les der Warmekapazitat. Da kgT klein ist, kdnnen die optischen Moden véllig vernachlassigt und die
akustischen Zweige durch lineare Dispersionsrelationen angenahert werden.

verwendet haben. Das Integral [5° dx[x/(e® — 1)] ergibt 1*/15, so dass wir

D) 3
v = vk (kBT) (6.1.37)

erhalten. Dieses Ergebnis ist in guter Ubereinstimmung mit dem experimentell beobach-
teten T°-Verhalten der Wiarmekapazitt bei tiefen Temperaturen.

6.1.5 Debye- und Einstein-Ndherung

Die so genannte Debye- und Einstein-Niherung waren die ersten quantenmechanischen
Theorien zur Beschreibung der spezifischen Warme des Kristallgitters. Sie geben eine
ndherungsweise Beschreibung der spezifischen Warme iiber den gesamten Temperaturbereich
an. Sie sollen deshalb hier kurz vorgestellt werden. Sie unterscheiden sich nur hinsichtlich der
Annahmen, die fiir die Zustandsdichte D(w) der Gitterschwingungen gemacht werden.

Die Einstein-Niherung

In der Einstein-Nadherung wird angenommen, dass die 3N-Eigenschwingungen eines Gitter
(einatomige Basis) alle die gleiche Frequenz wg haben sollen, das heifst

D(w) = 3Né(w— wg) . (6.1.38)
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Abbildung 6.5: Molare Warmekapazitat von Diamant verglichen mit der Einstein-Naherung unter Be-
nutzung von O = 1320 K.

Fiir die mittlere innere Energie erhalten wir geméfs (6.1.25)

1 1

Hierbei haben wir U1 = 0 gesetzt. Wir fiihren noch die charakteristische Einstein-Temperatur

o, = Mwr (6.1.40)
kg

ein und erhalten damit die Warmekapazitit C5 = o(U) /9T zu

Op\> /T
E E

Als Néherungen fiir hohe und tiefe Temperaturen erhalten wir
—@g/T fir T &)
ck = {° s e (6.1.42)
3N kB fur T > @E

Wir erhalten also wiederum das Dulong-Petitsche Gesetz als Hochtemperaturgrenzfall. Fer-
ner erhalten wir eine starke Abnahme der Warmekapazitit zu tiefen Temperaturen hin. Dies
stimmt zwar mit dem Experiment qualitativ iiberein, das experimentell hdufig beobachtete T3-
Verhalten wird allerdings nicht beschrieben.
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Peter Joseph Wilhelm Debye (1884 — 1966), Nobelpreis fiir Chemie 1936:

Peter Joseph Wilhelm Debye wurde am 24. Marz 1884 in Maastricht
geboren.

Nach der Ausbildung zum Elektroingenieur an der Technischen Hoch-
schule Aachen studierte er in Miinchen Physik. Dort wurde er 1908
promoviert und habilitierte sich im Jahr 1910. 1911 folgte er einem Ruf
an die Universitdt Ziirich als Vertretung Albert Einsteins an den Lehr-
stuhl fiir Theoretische Physik. Bereits 1912 kehrte er in sein Heimatland
zurtick. Er wechselte an die Universitdt Utrecht und wurde dort 1913
Professor. Im Jahr 1914 erhielt er einen Ruf an die Universitit Gottingen
an das dortige Institut fiir Theoretische Physik und das Physikalische
Institut. Spater wurde er Direktor des gesamten Instituts und lehrte dort
bis 1920. Ab 1915 gab er die “Physikalische Zeitschrift” heraus, eine
Tatigkeit, die er bis 1940 weiterfiihrte.

Im Jahr 1916 entwickelte er zusammen mit Paul Scherrer eine Me-
thode zur Bestimmung der Atomstruktur von Kristallen mittels
Rontgenstrahlen, welche unter dem Namen Debye-Scherrer-Verfahren
bekannt wurde. 1920 kehrte er nach Ziirich zurtick und wurde dort Pro-
fessor an der ETH Ziirich und Leiter des dortigen Physikalischen Insti-
tuts. Im Jahr 1922 entwickelte er mit seinem Assistenten Erich Hiickel
eine Theorie der starken Elektrolyte in wassriger Losung, welche spater von 1. Onsager verfeinert und
als Debye-Hiickel-Onsager-Theorie bekannt wurde. 1923 fiihrte er Wellenléingenmessungen mittels Inter-
ferenzversuchen an Kristallen durch und gab eine quantentheoretische Deutung des Compton-Effekts.
Im Jahr 1927 folgte er dann einem Ruf an die Universitit Leipzig als Professor fiir Experimentalphysik.
SchliefSlich tibernahm er 1934 den Lehrstuhl fiir Physik an der Universitdt Berlin und wurde 1935 Direk-
tor des Kaiser-Wilhelm-Instituts fiir Physik. Im Jahr 1936 erhielt er den Nobelpreis fiir Chemie in An-
erkennung seines Beitrags zur Kenntnis der Molekularstruktur, die auf seinen Forschungsarbeiten tiber
die Dipolmomente, die Rontgendiffraktion und die Spektroskopie von Gasen basieren. Aufgrund der
Machtiibernahme der Nationalsozialisten musste Debye Deutschland verlassen und ging 1940 als Pro-
fessor fiir Chemie an die Cornell University in Ithaca. Dort lehrte er bis 1957.

Peter Debye wurde fiir seine herausragenden Forschungsleistungen mit zahlreichen Auszeichnungen
bedacht. Er erhielt die Ehrendoktorwiirde zahlreicher Universitdten (u.a. Oxford, Sofia, Mainz, RWTH
Aachen, ETH Ziirich, Harvard). Er erhielt die Rumford Medal der Royal Society, London, die Franklin
und Faraday Medals, die Lorentz Medaille der Koniglich Niederlandischen Akademie, die Max-Planck-
Medaille der Deutschen Physikalischen Gesellschaft (1950), die Willard Gibbs Medal (1949), die Nichols
Medal (1961), den Kendall Preis (1957) und die Priestley Medal der American Chemical Society (1963).

Peter Debye verstarb am 2. November 1966 in Ithaca

Abb. |6.5] zeigt die molare Warmekapazitit von Diamant zwischen etwa 200 und 1300 K. Wir
sehen, dass das Einstein-Modell in diesem Temperaturbereich die experimentellen Daten recht
gut beschreibt. Bei tieferen Temperaturen treten allerdings starke Abweichungen auf. Dies ist
anschaulich klar, da in diesem Temperaturbereich die akustischen Phononen die dominieren-
de Rolle spielen und deren Zustandsdichte sicherlich nit mit D(w) = 3Né(w — wg) beschrie-
ben werden kann. Die Einstein-Ndherung ist immer dann gut, wenn die optischen Phononen
dominieren, die wegen ihrer hadufig sehr flachen Dispersion gut mit dieser Zustandsdichte be-
schrieben werden konnen.

Die Debye-Niherung
Bei der Debye-Naherung werden folgende Annahmen gemacht:

1. Alle Phononenzweige werden durch 3 Zweige mit linearer Dispersion w; = v;q an-
gendhert. Diese Ndherung ist bei tiefen Temperaturen meist sehr gut, da hier die Be-
setzung der optischen Phononen vernachldssigbar klein ist und wir die verbleibenden
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Abbildung 6.6: Phononen-Zustandsdichte eines realen Festkérpers und die Debye-Naherung. Der
Wellenvektor gp ist so gewahlt, dass die Flachen unter den Kurven gleich sind.

3 akustischen Zweige gut mit einer linearen Dispersionsrelation anndhern konnen. Die
Summation Y, in (6.1.30) geht dann in Zf’:l uber.

2. Die Summation tiber alle Wellenvektoren q ersetzen wir durch eine Integration iiber die
1. Brillouin-Zone. Da fiir die linearen Dispersionsrelationen die Flachen konstanter Fre-
quenz Kugeloberflichen sind, vereinfachen wir diese Integration weiter, indem wir das
Integral tiber die 1. Brillouin-Zone durch ein Integral tiber eine Kugel mit Radius gp er-
setzen. Dabei muss der Debye-Wellenvektor qp gerade so gewdhlt werden, dass das In-
tegral genau N Wellenvektoren enthaélt. Dies stellt bei 3 Dispersionszweigen sicher, dass
3N-Schwingungsmoden auftreten.

Wir miissen zundchst die Lange des Debye-Wellenvektor qp bestimmen. Wir wissen, dass im q-
Raum ein Zustand das Volumen (271/L)? einnimmt. Da wir pro Dispersionszweig N Zustinde
vorliegen haben und diese in einer Kugel mit Radius gp enthalten sein miissen, erhalten wir

2m\? 4 4
N <L> = 37D (6.1.43)
und damit
1/3
o = (67r21‘\/]> : (6.1.44)

Wir sehen, dass gp durch die Atomdichte N/V bestimmt wird. Die durch das Debye-Model ge-
machte Vereinfachung der Phononen-Zustandsdichte ist in Abb.|6.6|veranschaulicht. Wahrend
die Zustandsdichte in der Debye-Naherung einer Parabel folgt, kann die wirkliche Zustands-
dichte eine reichhaltige Struktur zeigen. Insbesondere konnen scharfe Spitzen durch van Hove
Singularitdten auftreten (siehe Abschnitt[5.3.3). Die Grofle der Debye-Frequenz wp ist dadurch
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Abbildung 6.7: Spezifische Warme berechnet mit der Debye-Naherung (6.1.47).

bestimmt, dass das Integral [ D(w)dw gerade die Anzahl der Schwingungsmoden ergeben
muss. Die Fldche unter den beiden D (w)-Kurven in Abb. muss deshalb genau gleich sein.

Mit den gemachten Ndherungen konnen wir jetzt die Warmekapazitit schreiben als

qD
0 ¢ 47mqd hv;
D o_ 7°dg __ hvg
ch = v 1_210/ G G (6.1.45)

Verwenden wir wiederum die durch (6.1.36) definierte mittlere Schallgeschwindigkeit vs der
drei Dispersionszweige, so erhalten wir

qp

0 3hv 34
D _ e s q-aq
Cv=V oT 2m? /ehvsq/kBT 1 (6.1.46)

0

Fiihren wir ferner die Debye-Temperatur und die Debye-Frequenz iiber

Wp = UsdD
_ hwp _ husgp _ hos »N 1/3
Op = i (671 v (6.1.46)

ein, so erhalten wir mit der Substitution x = hvsq/kpT bzw. dx = dg ,?;’ST

N T x* ¥ dx
D _
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Abbildung 6.8: Molare Warmekapazitat von festem Argon geplottet gegen T°. Das experimentelle
Ergebnis stimmt sehr gut mit dem Debyeschen T3-Gesetz liberein (nach L. Finegold und N.E. Philips).

Dies ist das berithmte Debye-Resultat fiir die Warmekapazitat, das in Abb. |6.7|grafisch darge-
stellt ist. Wir sehen, dass die smolare Warmekapazitdt durch einen materialspezifischen Para-
meter, die Debye-Temperatur ©p, ausgedriickt werden kann.

Als Ndherungen fiir hohe und tiefe Temperaturen erhalten wiﬂ

12774 T\3 .
b {5NkB (g) fir T<Op (6.1.48)

cD —
v 3Nk fir T>> Op

Das Tieftemperaturergebnis erhalten dabei wir wiederum, indem wir die obere Integrations-
grenze gegen Unendlich gehen lassen. Das erhaltene Ergebnis ist identisch zu (6.1.37). Wir se-
hen also, dass die Debye-Nédherung das Dulong-Petitsche Gesetz als Hochtemperaturgrenzfall
liefert. Ferner erhalten wir aber auch fiir tiefe Temperaturen das experimentell hdufig beobach-
tete T3-Verhalten

Ein typisches experimentelles Ergebnis zum Tieftemperaturverhalten der Warmekapazitit des
Kristallgitters ist in Abb. gezeigt, wo die molare Warmekapazitdt von festem Argon gegen
die 3. Potenz der Temperatur geplottet ist. Es ergibt sich in sehr guter Ndherung eine Gerade.

Die Debye-Temperatur spielt eine wichtige Rolle in der Festkorperphysik. Die Debye-
Temperaturen der chemischen Elemente sind in Abb. zusammengestellt. Die Grofie der
Debye-Temperatur ist ein Maf fiir die Gréfle der in einem Material vorkommenden Phono-
nenfrequenzen. Die Debye-Temperatur gibt auch den Grenzbereich zwischen einer klassischen
und einer quantenmechanischen Beschreibung der thermischen Eigenschaften des Kristallgit-
ters an:

3Dabei benutzen wir fiir T > @p, d.h. x < 1, die Néherungen e* ~ 1 und (e* — 1)2 ~ x2.

4Das T3-Verhalten kann anschaulich auch durch folgende Argumentation erhalten werden: Bei tiefen Tempe-
raturen sind alle Zustédnde bis fiw ~ kpT besetzt. Eine Temperaturerhdhung liefert neue Zustinde D(w) hdw ~
D(w)kpdT. Die entsprechende Anderung der inneren Energie ist dU = D(w)hwdw. Mit einer Zustandsdichte
D(w)  w? (vergleiche hierzu Abschnitt[5.3.3) erhalten wir dU ~ w3dT und damit Cy = dU/dT x w® oc T3. Bei
hohen Temperaturen sind dagegen alle Zustédnde bis wp besetzt, weshalb eine T-Erhohung keine neuen Zustdnde
mehr liefert. Es gilt (n) ~ kT /hw «x T und damit Cy = dU/dT = const.
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Thermische Leitfahigkeit und Debye Temperatur

Be B C N (@] F |Ne
1440 Debye Temperatur (K) ... 12230 ... .. |75
2.00 Thermische Leitfdhigkeit bei 300K (W./cmK) 0.27|1.29
Na | Mg Al Si P S Cl |Ar
158 | 400 428 | 645 | ... .. 192
1.41|1.56 2.37|1.48
K Ca | Sc | Ti \Y Cr Mn Fe Co Ni Cu | Zn Ga | Ge As  Se | Br Kr
91 230 360 420 380 630 410 470 445 450 343 327 320 374 282 90 . |72
1.02/ ... |0.16 0.22 0.31/0.94 0.08/0.80|1.00/0.91/4.01 1.16 0.41 0.6 0.50 0.02
Rb = Sr Y Zr |[Nb Mo | Tc Ru  Rh Pd Ag Cd In Sn | Sb | Te I |Xe
56 | 147 280 291 275 450 ... | 600 480|274 225|209 108 200 211 153 .. 64
0.58| ... /0.17/0.23/0.54 1.38 0.51/1.17|1.50 0.72|4.29 0.97/0.82 0.67 0.24 0.02
Cs  Ba | La | Hf Ta | W | Re | Os Ir | Pt  Au Hg Tl Pb | Bi | Po | At Rn
38 110 142 252 240 400 430 500 420|240 165|71.9 78.5 105|119 ... ... 64
0.36| ... |/0.14 0.23/0.58 1.74 0.48 0.88|1.47 0.723.17 ... |0.46 0.35 0.08
Fr Ra | Ac
Ce | Pr Nd Pm | Sm Eu Gd Tb Dy Ho | Er | Tm | Yb | Lu
... /1200 ... 210 ... ... 1120 210 ...
0.11 0.13/0.16| ... |0.23 ... |0.11 0.11/0.11 0.16 0.14 |0.17 0.35 0.16
Th Pa U Np Pu Am Cm Bk Cf Es | Fm | Md | No | Lr
163 ... 207 ..
0.54, ... |0.28 0.06 0.07

Abbildung 6.9: Debye-Temperatur und thermische Leitfahigkeit der chemischen Elemente.

T <©p quantenmechanisch: Moden frieren aus
T >0p klassisch: alle Moden angeregt (6.1.49)

6.1.6 Vertiefungsthema:
Analogie zwischen Phononen- und Photonengas

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz auf die Analogie zwischen der Theorie der elektroma-
gnetischen Strahlung im thermischen Gleichgewicht (Schwarzkorperstrahlung) und der Theo-
rie der Gitterschwingungen eines Festkorpers eingehen. Im ersten Fall betrachten wir ein Gas
von nicht wechselwirkenden Photonen, die in einem Behélter mit Volumen V eingeschlossen
sind. Die Photonen konnen als Teilchen mit der Energie € = iw und dem Impuls p = fik mit
|p| = hw/c betrachtet werden. Wir konnen somit die Photonen wie ein ideales Gas von freien
Bosonen (Photonen haben den Spin 1) behandeln, wir sprechen vom Photonengas. In Analo-
gie dazu konnen wir bei dem System aus nicht wechselwirkenden Gitterschwingungen von
einem Phononengas sprechen. Die Phononen konnen ebenfalls als Teilchen mit Impuls p = iq
(= hwy /vs bei linearer Dispersion w; = vsq) und Energie E = hwqg

Die Beschreibung von Photonen- und Phononengasen war zu Beginn des 20. Jahrhunderts un-
geklart. Die Versuchen einer klassischen Beschreibung (Rayleigh-Jeans-Modell fiir Photonen-
gas und Dulong-Petit-Modell fiir Phononengas) fiihrte zu vollig falschen Ergebnissen. Erst die
Einfithrung der Quantenhypothese durch Max Planck fiihrte zu einer richtigen Beschreibung.
Wir wollen hier kurz aufzeigen, dass die Beschreibung von Photonen- und Phononengasen
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vollig analog ist, wenn wir fiir beide eine lineare Dispersion annehmen. Fiir Photonen (w = ck)
liegt diese Dispersion natiirlich uneingeschréankt vor, fiir Phononen (w = v,q) stellt sie nur im
Tieftemperaturgrenzfall eine gute Ndherung dar. Wir sehen, dass die dquivalenten Geschwin-
digkeiten die Lichtgeschwindigkeit und die Schallgeschwindigkeit sind.

Da wir in den vorangegangenen Abschnitten das Phononengas diskutiert haben, wollen wir
die erhaltenen Ergebnisse hier benutzen, um die dquivalenten Ausdriicke fiir ein Photonengas
abzuleiten. Historisch war dies allerdings genau andersherum. Nach ist die Dichte der
Zustinde im Impulsraum V /(27)3. Betrachten wir die mittlere Anzahl n(k)d°k von Photonen
pro Volumeneinheit, deren Wellenvektor zwischen k und k + dk liegt, so erhalten wir

1 43k

3. _
nk)d’k = Jw/ksT —1 (27)3

(6.1.50)

Wir kénnen nun diesen Ausdruck benutzen (vergleiche hierzu auch Abschnitt , um die
mittlere Photonenzahl zu bestimmen, deren Frequenz w = c|k| im Intervall [w, w + dw] liegt.
Diese erhalten wir, indem wir die erlaubten Impulszustdande tiber das gesamte Volumen des
k-Raumes aufsummieren, das in einer Kugelschale mit dem inneren Radius k = w/c und dem
duleren Radius k + dk = (w + dw)/c enthalten ist. Wir miissen ferner noch beriicksichtigen,
dass es fiir Photonen zwei Polarisationsrichtungen gibt (es gibt nur transversale elektromagne-
tische Wellen), was wir durch einen zusétzlichen Faktor 2 berticksichtigen. Wir erhalten somit

8 w?dw

2n(k) (47k*dk) = (27c)3 ehw/ksT — 1

(6.1.51)

Wir wollen nun die mittlere Energie u(w, T')dw pro Volumeneinheit der Photonen beider Pola-
risationsrichtungen im Frequenzbereich zwischen w und w + dw berechnen. Da jedes Photon
in diesem Intervall die Energie iiw hat, erhalten wir

u(w, Tydw = 2n(k)(4nk*dk) hw (6.1.52)
und mitk = w/c

h widw
u(lw, Tdw = 23 dwkT 1 (6.1.53)

Dieser Ausdruck stellt das in Abschnitt erwédhnte Plancksche Strahlungsgesetz dar, das
wir mit den fiir die Beschreibung des Phononengases eingefiihrten Konzepten sehr einfach
ableiten konnen.

Integrieren wir (6.1.53) tiber alle Frequenzen auf, so erhalten wirE]

u(r) = /u(w,T)dw — ;T; (Z‘E)g T+ . (6.1.54)

0

5Wir schreiben
o0

[ utew, Dyiw=— L N
Ouw, =23 h / e 1%

mit x = hw/kpT. Das Integral ergibt

womit wir das Ergebnis (6.1.54) erhalten.
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Dieses Ergebnis, dass die Dichte U der {iiber alle Frequenzen integrierten Strahlungsenergie
eines Photonengases proportional zu T* ist, kennt man als das Stefan-Boltzmannsche Strah-
lungsgesetz. Differenzieren wir dieses Ergebnis nach der Temperatur und multiplizieren mit
dem Volumen, so erhalten wir die Warmekapazitidt des Photonengases zu

2 3
photon 47 kgT
ch = Vogks <hc ) . (6.1.55)

Um den entsprechenden Ausdruck fiir das Phononengas zu erhalten, miissen wir nur die Licht-
geschwindigkeit ¢ durch die Schallgeschwindigkeit vs ersetzen und berticksichtigen, dass wir
beim Licht nur 2 transversale Moden haben, bei den Phononen dagegen 2 transversale und ei-
ne longitudinale Modeﬁ Wir miissen deshalb noch mit dem Faktor 3 multiplizieren. Wir sehen
sofort, dass wir dann die Tieftemperaturndherung der Warmekapazitit des Phono-
nengases erhalten. Umgekehrt hitten wir auch Gleichung aufintegrieren konnen und
hatten dadurch das Stephan-Boltzmann-Gesetz erhalten.

®Im Tieftemperaturgrenzfall kénnen wir die optischen Moden vernachléssigen.
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6.2 Anharmonische Effekte

Die bisherige Behandlung der Gitterschwingungen erfolgte in harmonischer Ndherung. In die-
ser Ndaherung hingt die riicktreibende Kraft auf ein Gitteratom linear mit seiner Auslenkung
aus der Ruhelage zusammen, d.h. F = —kx (Hookescher Bereich), und die potentielle Energie
U = [Fdx = 1kx? ist quadratisch in der Auslenkung. Die Vernachldssigung anharmonischer
Effekte hat folgende Konsequenzen:

1. Es gibt keine thermische Ausdehnung. Dies erkennen wir sofort aus Abb. Erhohen
wir die Temperatur, so werden zwar hohere Schwingungszustdnde angeregt, der Schwer-
punkt der Schwingungszustidnde bleibt allerdings bei einem parabelférmigen, harmoni-
schen Potenzial unverdandert.

2. Die elastischen Konstanten sind druck- und der temperaturunabhingig.

3. Esgilt Cp =Cy, d.h. die tiblicherweise im Experiment gemessene Warmekapazitét Cp ist
bei hohen Temperaturen T > ©p konstant.

4. Es gibt keine Wechselwirkung zwischen den Gitterschwingungenﬂ

In realen Kristallen ist keine dieser Konsequenzen gege-
ben. Dies zeigt uns, dass die Vernachldssigung anharmo-

nischer Effekte zwar eine bequeme aber in vielen Fallen I v .

zu grobe Vereinfachung war. Wir werden deshalb jetzt \ ] /

anharmonische Effekte in unsere Uberlegungen mit ein- \\ % /
[

beziehen. Dabei werden wir die anharmonischen Effekte \
in zwei Gruppen aufteilen:

o Gleichgewichtseigenschaften:

- thermische Ausdehnung

Abbildung 6.10: Gleichgewichtsposi-
tion flr verschiedene Anregungen ei-
nes harmonischen Oszillators.

— Druck- und Temperaturabhidngigkeit der ela-
stischen Konstanten

e Transporteigenschaften:

- Wirmeleitfahigkeit

6.2.1 Anharmonisches Potenzial

Die harmonische Nédherung haben wir dadurch erhalten (siehe Abschnitt , dass wir
das Wechselwirkungspotenzial um die Gleichgewichtsposition der Atome in eine Taylor-
Reihe entwickelt haben und nur Terme bis zur quadratischen Ordnung in der Auslenkung
u berticksichtigt haben. Wir kénnen unsere bisherige Diskussion jetzt sehr einfach erweitern,

"Dies ist vollig analog zu elektromagnetischen Wellen, bei denen Wechselwirkungen erst dann auftreten, wenn
die Polarisation P in nichtlinearer Weise mit dem elektrischen Feld zusammenhéngt.
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indem wir auch Terme hoherer Ordnung berticksichtigen. Dies wollen wir jetzt anhand eines
eindimensionalen Potenzials tun:

12u| , 18Ul 5 10tu|
X0 X0 X0
= Ued 4 yham 4 ganh 6.2.1)

Hierbei haben wir bereits beriicksichtigt, dass der Term %—Ij|x0u verschwindet (vergleiche Ab-

schnitt[5.1.2).

Mit dem u3-Term in berticksichtigen wir die Tatsache, dass das Wechselwirkungspoten-
zial zwischen benachbarten Atomen nicht symmetrisch um die Ruhelage ist, sondern aufgrund
des starken abstofienden Potenzials fiir kleine Abstidnde eine betrdchtliche Asymmetrie zeigt
(vergleiche hierzu Kapitel . Mit dem u*-Term konnen wir der Tatsache Rechnung tragen,
dass wir eine Abschwéchung der Schwingung bei grofsen Amplituden erhalten. Hohere Terme
wollen wir der Einfachheit halber vernachlédssigen. Insgesamt kénnen wir das Potenzial dann
schreiben als

U = U+ au®—bu’—cut mit a,b,c > 0 . (6.2.2)
Das Minuszeichen vor dem 13- und u*-Term riihrt daher, dass wir fiir negative Auslenkungen

(kleiner Atomabstidnde) eine Erhhung des Potenzials und wir fiir groffe Auslenkungen eine
Abschwichung der Schwingung erreichen wollen.

Harmonisches Potenzial — Superpositionsprinzip

Bei einem harmonischen Potenzial erhalten wir die lineare Bewegungsgleichung

u

2| 4= ~hu (6.2.3)

mii =

X0
mit der harmonischen Losung
u = wupe'l™-et) (6.2.4)
Alle w und g sind hierbei unabhédngig voneinander und es gilt das Superpositionsprinzip. Das

heif3t, falls uq (x, t) und uy(x, t) Losungen der linearen Differentialgleichung sind, so ist es auch
jede Linearkombination dieser beiden Losungen.

Anharmonisches Potenzial — drei-Phononen-Prozesse

Beriicksichtigen wir in (6.2.1) den u3-Term, so erhalten wir ein anharmonisches Potenzial und
damit eine nichtlineare Bewegungsgleichung

L 30U
6 0x3

02U

mii = —=
ox?

u? . (6.2.5)

X0

X0
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Der letzte Term liefert fiir eine lineare Kette

39°U

690 [(“pﬂ —up)? — (up — up—l)z} : (6.2.6)

X0

Es tauchen also die Terme uizq 1 Upr1tp, Uplp 1 und “;27—1 auf, die quadratisch in der Auslen-
kung sind. Aufgrund dieser quadratischen Terme gilt das lineare Superpositionsprinzip nicht
mehr. Dies ldsst sich sofort anhand der Linearkombination

u(x,t) = ugre! M= wt) 4yt (a2 wat) (6.2.7)

aus zwei ebenen Wellen zeigen. Aufgrund der quadratischen Terme erhalten wir jetzt Terme
der Form

uo1 I/lozel[(q] ) x—(wrtaw))t] . (628)

Wir sehen, dass wir aufgrund des anharmonischen Potenzials jetzt eine Kopplung der beiden
Wellen zu einer neuen Welle mit

w3 = wi+wy 3 = q1+4q2 (6.2.9)

erhalten. Solche Prozesse nennen wir Drei-Phononen-Prozesse. Es ldsst sich leicht zeigen, dass
bei Hinzunahme des u*-Terms dann auch Vier-Phononen-Prozesse moglich sind. Dieser Pro-
zess und solche noch hoherer Ordnung sind allerdings wesentlich unwahrscheinlicher als der
Drei-Phononen-Prozess, da der Betrag der anharmonischen Terme mit zunehmender Ordnung
iiblicherweise stark abnimmt.

Die Drei-Phononen-Prozesse sind sehr wichtig. Wiirde es solche Prozesse nicht geben, so
wiren die Phononen véllig entkoppelt und eine einmal im Kristall angeregte Gitterschwin-
gung wiirde fiir eine unendliche Zeit fortbestehen. Es konnte sich dann in einem Kristall auch
kein thermisches Gleichgewicht einstellen. Durch die Drei-Phononen-Prozesse sind nun Wech-
selwirkungen zwischen den Phononen moglich, bei denen entweder zwei Phononen in ein
neues umgewandelt werden konnen oder andersherum ein Phonon in zwei neue Phononen
zerfallt.

Fiir Drei-Phononen-Prozesse gilt der Energieerhaltungssatz

hws = hwy+hwo (6.2.10)
und der Erhaltungssatz

PB+G = qgt+q (6.2.11)
tiir die Wellenvektoren. Diese Gleichung lédsst sich auch als Impulserhaltungssatz auffassen, da
fiq als der Quasi-Impuls eines Phonons aufgefasst werden kann. Der reziproke Gittervektor G
ist stets so zu wahlen, dass sdmtliche Wellenvektoren innerhalb der 1. Brillouin-Zone liegen.

Nach Rudolf Ernst Peierlﬂ bezeichnen wir Drei-Phononen-Prozesse, bei denen G = 0 gilt, als
Normalprozesse und solche, bei denen G # 0, als Umklappprozesse.

8Gir Rudolf Ernst Peierls, geboren am 5. Juni 1907 in Berlin, gestorben am 19. September 1995 in Oxford.
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(@) (b)

4.
S
4, Q3

Abbildung 6.11: Drei-Phononen-Prozesse in einem zweidimensionalen quadratischen Gitter: (a) Nor-
malprozess und (b) Umklapprozess.

In Abb. sind ein Normalprozess und ein Umklappprozess fiir ein zweidimensionales qua-
dratisches Gitter dargestellt. Die 1. Brillouin-Zone ist ein Quadrat mit der Seitenlédnge 27/a.
Bei einem Normalprozess liegt der Summenwellenvektor qz innerhalb der 1. Brillouin-Zone.
Bei einem Umklappprozess reicht hingegen der Vektor q; + q tiber den Rand der 1. Brillouin-
Zone hinaus. Erst durch die Wahl eines geeigneten reziproken Gittervektors G wird erreicht,
dass q3 wieder innerhalb der 1. Brillouin-Zone liegt. Allerdings ist jetzt q3 den Wellenvektoren
q1 und q» mehr oder weniger entgegengesetzt. Daher rithrt der Name Umklappprozess. Wir
werden bei der Diskussion der Warmeleitfahigkeit in Abschnitt|6.4{sehen, dass die Haufigkeit
von Umklappprozessen wesentlich fiir die Grofse des Warmewiderstands ist.
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6.3 Thermische Ausdehnung

Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dass Festkorper ihre Lange bzw. ihr Volumen d@ndern, wenn
wir die Temperatur dndern. Das heifst, die Lange L eines Festkorpers ist eine Funktion der Tem-
peratur T. Die normierte Steigung der L(T)-Abhéngigkeit nennen wir thermische Ausdehnung:

1 JL
o = 7oz (6.3.1)
p
Der Volumenausdehnungskoeffizient gegeben durch
_ 19V
(XV = V 7,1_' — 30CL 7 (6.32)

p

wobei das letzte Gleichheitszeichen nur fiir isotrope Festkorper gilt. Typische experimentelle
Werte fiir o, liegen bei 107°K ™! fiir Raumtemperatur.

6.3.1 Mittlere Auslenkung

Wir betrachten die mittlere Auslenkung (u) fiir einen eindimensionalen Oszillator. Wir wissen
bereits, dass fiir ein harmonisches Potenzial (1) = 0. Mit dem in Abschnitt eingefiihrten
thermodynamischen Mittelwert konnen wir die mittlere Auslenkung schreiben alsﬂ

Ofo du u efll(u)/kBT
() = =% : (6.3.3)
T du eUG/kT

Zur Berechnung von (u) benutzen wir (6.2.2) und die Tatsache, dass die anharmonischen Terme
—bu® und —cu* klein sind gegeniiber au”. Wir entwickeln daher und erhalten mit 3 = 1/kpT

—Blau?—bud—cu*) _ efﬁauz eﬁ(bu3+cu4)

= e P’ [1 + Bbu® + Beu* + .. } - (6.3.4)

e

Fiir den Zahler von (6.3.3) erhalten wir damit
(ee] (ee]
/ duue PUM  — / du e P [u + Bbu* + Beu® + .. }

= / du ue P 4 / du Bbut e P 4 / du Beu® e P + (6.3.5)

9Eigent1ich taucht in den Integralen e HW)/ksT — o=[p?/2m+U)]/ksT quf. Der Term e P°/2/%T kiirzt sich jedoch
heraus.
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Abbildung 6.12: Zur Veranschaulichung der thermischen Ausdehnung durch anharmonische Effekte.
Bei hoherer Temperatur werden hdéhere Schwingungszustande besetzt, deren Schwerpunkte fiir ein
anharmonisches Potenzial bei groBeren Gleichgewichtsabstanden liegen. Dies fihrt im thermischen
Mittel zu einem gréBBeren Atomabstand.

Die Integrale mit den ungeraden Potenzen in u verschwinden aus Symmetriegriinden, woraus
nattirlich sofort folgt, dass in harmonischer Naherung (1) = 0, d.h. die Gleichgewichtsposi-
tion der Atome bleibt gleich und wir haben keine thermische Ausdehnung. Mit den beiden

Integralen

/ du b e P — Tb(ﬁf)m (6.3.6)
/ du e P = (fa’a\/ﬁ” (6.3.7)

erhalten wir fiir die mittlere Auslenkung

3b

Die relative Langendnderung eines Kristalls ist durch (u) /R, gegeben, wobei Ry der Gleichge-
wichtsabstand der Atome ist. Damit ergibt sich fiir den linearen thermische Ausdehnungsko-

effizienten

o = 1 9w)| _ 3b kg (6.3.9)

Rp oT | — 4a2 Ry °

Wir sehen, dass die thermische Ausdehnung Null wird, wenn der Parameter b = 0. In diesem
Fall haben wir ein v6llig symmetrisches Potenzial vorliegen. Dies ist in Abb. veranschau-
licht. Mit zunehmender Temperatur werden hohere Schwingungszustiande besetzt. Bei einem
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asymmetrischen Potenzial wachst dann der Gleichgewichtsabstand der Atome an, wahrend er
bei einem vo6llig symmetrischen Potenzial gleich bleibt.

6.3.2 Vertiefungsthema: Zustandsgleichung und thermische Ausdehnung

Der thermische Ausdehnungskoeffizient kann nur dann gemessen werden, wenn sich die Pro-
be in einem spannungsfreien Zustand befindet. Thermodynamisch bedeutet dies, dass die Ab-
leitung der freien Energie F nach dem Volumen, d.h. der Druck p, fiir alle Temperaturen ver-
schwinden muss. Wir konnen die Beziehung['""

oF
p = _<8V>T (6.3.10)

benutzen, um den thermischen Ausdehnungskoeffizienten abzuleiten. Dazu driicken wir
zundchst die freie Enie als Funktion der inneren Energie aus. Mit F = U — TS und

5

oT’" 9 )
p = 2 |u- T/Tﬁu (T, V)| . (6.3.11)
Mit (vergleiche (6.1.29))
1 hw
uy = ueq+25hwqr +ZW¢ (6.3.12)
qr ar e kT — 1]

erhalten wir dann

)
Po= "3V

d 1
+Z - war] —o— (6.3.13)
efT —1

ued + Z hwqr

Wir sehen, dass der Gleichgewichtsdruck von T abhdngt, da die Frequenzen der Normal-
schwingungen vom Gleichgewichtsvolumen abhéngen.

Harmonisches Potenzial

Falls wir ein harmonisches Potenzial vorliegen haben, hiangen die Frequenzen der Normal-
moden nicht von V ab. Der Druck p hdngt dann nur vom Volumen, nicht aber von der Tempe-
ratur ab. Das heifst, der Druck zum Aufrechterhalten eines bestimmten Volumens hangt nicht
von T ab. Dd'2

Ip
ov = (ﬁ>V (6.3.14)
oT B ) 7 -
P W)
10Mit F = U — TS erhalten wir <g—€>T = (g—g)T -T <§—‘S/>T Da ferner dQ = dU + pdV = TdS gilt, folgt
T (av)T (av) T + p und damit schliefllich p .
HEs gilt TdS = dQ = dU + pdV und damit T (35 ) = (3%) .

12gg giltdV = (%—‘;) dp + (av> dT. Betrachten wir eine Anderung, die bei konstantem Volumen stattfindet, so
p

ist dV = 0 und wir erhalten (av>p = (%‘;) (g;)v

SIS
SN—
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folgt mit (%) , = 0, dass V unabhingig von T ist und deshalb der thermische Ausdehnungs-
koeffizient verschwindet.
Allgemeine Beziehung zwischen C, und Cy

Es ist uiblich, die Differenz Cp — Cy in Termen von (3—‘;) und (%—Z) . auszudriicken, da diese

Ableitungen experimentell leicht gemessen werden kénnen. Um diesen Zusammenhang her-
zustellen, betrachten wir die Entropie als Funktion von T und p und bilden das Differential

aS ds
s = <) dT+<> dp . (6.3.15)
aT /, ap )

Wir bilden nun (g%) V:
dS B dS 0S8 ap
(57), = (w)ﬁ(ap)T(T)v ' (6316

Da Cy = (%—LT[)V =T (g—%)v und C, = (?TLTI>p =T (%)p erhalten wir durch Multiplikation
von (6.3.16) mit T:

B S ap
Mit der Maxwell-Relation (a—s) = — (a—v) erhalten wir dann
p)T oT p
B aV ap
Wir konnen ferner
A% 1%
dv = <> dT + <> dp (6.3.19)
aT /, op )1

bilden und berticksichtigen, dass fiir einen Prozess bei konstantem Volumen dV = 0. Wir er-
halten dann

- (), (5, 05),

Formen wir diesen Ausdruck um, so ergibt sich

@), - Gy

(6.3.21)
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Verkniipfen wir schliefSlich (6.3.21) mit (6.3.18), so erhalten wir

(3),
oT p
®
ap )
Diese wichtige Beziehung lasst sich mit Hilfe des thermischen Ausdehnungskoeffizient oy =

v (g—‘;) und der isothermen Kompressibilitat bzw. des inversen Bulk-Moduls § = — % <%‘;>

ausdriicken. Wir erhalten fiir die Differenz der Warmekapazitiaten

Cy = Cp+T (6.3.22)

C,—Cy = TVBd \ (6.3.23)

Fiir ein harmonisches Potenzial hdangt der Druck zum Aufrechterhalten eines bestimmten Vo-
lumens nicht von T ab. Aus (6.3.22) folgt dann C, = Cy und damit oy = 0.

Anharmonisches Potenzial: Griineisen-Parameter
Fiir ein anharmonisches Potenzial hiangen die Phononenfrequenzen vom Volumen ab. Setzen

wir den obigen Ausdruck (6.3.13) fiir p in den Ausdruck fiir den thermischen Ausdehnungs-
koeffizienten

_ LgoLy 1 oV 1[IV (dp\ _ 1 (dp
=T <8T>p = 3y <8T>p Y7 <8p>T<8T>V ~ 3B <8T>V (63.24)

ein, so erhalten wir:

1 ) )
= o ;(—avhw%,) 2 nla) | (63.25)

Hierbei haben wir B = — 1 a‘; | benutzt und n,(q) ist die Planck-Verteilung. Fiir die spezifische
Wirme erhielten wir (vergleiche (6.1.30))

1 9(U) hawgr
= V37 - Z 57 T’kw‘}’ (6.3.26)
sl —1
oder fiir den Beitrag der Mode (q, )
1 ad
cvy(q) = 1 hwgr 55m0(q) - (6.3.27)

Man definiert nun den Griineisen-Parameter

— V. dw(q) _  d(nar(q))
Yar = _wr(q) P = —W (6.3.28)
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Abbildung 6.13: Temperaturabhéngigkeit des Langenausdehnungskoeffizient von Silizium (nach Y.
Okada, Y. Tokumaru, J. Appl. Phys. 56, 314 (1984)).

und
Y YqrCvr (q)
qQr

' 6.3.29
Lo a) (6.5.29)

Mit diesen Definitionen kénnen wir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten schreiben als

YCv YCv

(248 3B ay = — . (6.3.30)

Die typischen Werte des Griineisen-Parameters y liegen bei etwa 2 und sind relativ unabhingig
vom Material. Im Ausdruck fiir den thermischen Ausdehnungskoeffizienten taucht der Bulk-
Modul im Nenner auf. Wir erwarten deshalb als Faustregel, dass weiche Materialien einen
grofien thermischen Ausdehnungskoeffizienten besitzen.

Im Debye-Modell skalieren die Frequenzen der Normalschwingungen linear mit wp und wir
erhalten
d(In wp)

Yar = —W- (6.3.31)

Wir mochten schliefllich noch darauf hinweisen, dass der Langenausdehnungskoeffizient fiir
bestimmte Kristalle ein kompliziertes Verhalten zeigen kann. Die thermischen Ausdehnungs-
koeffizienten in unterschiedliche Kristallrichtungen koénnen unterschiedlich grofs sein und
sogar unterschiedliches Vorzeichen besitzen. Als Beispiel ist in Abb. die Temperatur-
abhéngigkeit des linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten von Silizium gezeigt. Ferner
kann der Langenausdehnungskoeffizient als Funktion der Temperatur sein Vorzeichen wech-
seln. Er skaliert in diesem Fall natiirlich nicht mehr mit der spezifischen Warme. Zuletzt sei
noch betont, dass das oben abgeleitete Ergebnis streng genommen nur fiir kubische Systeme
gilt.
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6.4 Wairmeleitfiahigkeit

In Festkorpern wird Warme sowohl durch Phononen als auch durch Elektronen transpor-
tiert. In Metallen {iberwiegt iiblicherweise der Beitrag der Elektronen. Dies bedeutet aber
nicht, dass Isolatoren schlechte Warmeleiter sind. So ist bei tiefen Temperaturen die thermi-
sche Leitfahigkeit von einigen kristallinen Isolatoren (z.B. Al,O3, SiO,) grofier als diejenige
von Kupfer.

Im Gegensatz zu den bisher diskutierten thermischen Eigenschaften des Kristallgitters ist die
Warmeleitfahigkeit keine Gleichgewichtsgrofse. Ein thermischer Strom wird von einem Tempe-
raturgradienten getrieben und der Warmetransport ist klar ein Nichtgleichgewichtsphdnomen.

6.4.1 Definition der Warmeleitfahigkeit

Wir definieren die Warmeleitfahigkeit k eines Festkorpers als Proportionalitdtskonstante zwi-
schen treibendem Temperaturgradient VT und resultierender Warmestromdichte Jj,:

Jp = —«xVT. (6.4.1)

Dabei sorgt das Minuszeichen dafiir, dass die Warme vom heifSen zum kalten Ende der Probe
fliefit. Die Einheit der Warmeleitfahigkeit ist W/m K.

Eine Nebenbedingung zu ist tiblicherweise die Forderung, dass kein Netto-Teilchenfluss
stattfindet. Das heifst, es flieflen genauso viele Teilchen von links nach rechts wie von rechts
nach links: J%. = J7.. Allerdings haben die vom wérmeren Ende kommenden Teilchen eine
hohere mittlere Energie, so dass J!, # Ji. Im Allgemeinen ist ferner « wie jeder andere Trans-

portkoeffizient eines Festkorpers eine tensorielle Grofie. Nur in isotropen Festkorpern ist k ein
Skalar.

6.4.2 Transporttheorie

Bei der Diskussion der spezifischen Warme waren die Gréfen (U) und (n) thermische Gleich-
gewichtsgroflen fiir eine bestimmte Temperatur. Bei der Diskussion der Warmeleitfahigkeit
haben wir es jetzt mit einer rdumlich variierenden Temperatur zu tun. Um eine Beschreibung
dieser Situation zu erméglichen, nehmen wir an, dass die rdumliche Variation der Tempera-
tur klein ist, so dass wir in einem geniigend grofien Raumgebiet (mit einer geniigend grofien
Zahl von Atomen) eine in erster Ndherung homogene Situation annehmen kénnen und wir
deshalb die mittlere Phononenzahl (n) fiir dieses Gebiet angeben konnen. Fiir benachbarte Ge-
biet nehmen wir dann leicht unterschiedliche Temperaturen an, wodurch (n) eine Funktion der
Ortskoordinate wird.

Um die Warmeleitfdhigkeit eines Festkorpers zu berechnen, miissen wir den Warmestrom J,
als Funktion von (1) angeben. Wie in Abb. skizziert ist, wird der Warmestrom, der in der
Zeit T in x-Richtung tiber die Fldche A transportiert wird, durch die Energiedichte mal das
Volumen eines Zylinders der Linge v,T bestimmt. Hierbei ist v, die mittlere Geschwindigkeit
der Phononen, die die Energie transportieren. Diese Geschwindigkeit ist durch die Gruppenge-
schwindigkeit dw/dq, der Gitterschwingingen gegeben. Wir konnen deshalb den Warmestrom
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Abbildung 6.14: Schematische Darstellung zum Warmestrom durch eine Querschnittsflache A. Im
Zeitintervall T passieren alle Phononen die Querschnittfliche A, die sich in x-Richtung bewegen und
sich innerhalb eines Zylinders der Lange v, befinden.

schreiben als

Jw

e = 5 Dhoqlig,) valar) = 3 L) 642)
q,r

qr aqx ‘

Wir werden im Folgenden, wie in nach dem zweiten Gleichheitszeichen bereits gemacht,
aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Indizes q, r weglassen. Gleichung zeigt, dass im
thermischen Gleichgewicht J, = 0, da hier die Besetzungszahlen fiir positive und negative
g-Werte gleich sind und aus der Symmetrie der Dispersionskurven v,(q) = —vy(—q) folgt.
Hierdurch verschwindet die Summe in (6.4.2).

Ein endlicher Warmestrom existiert nur dann, wenn die mittlere Phononenzahl (n) vom
Gleichgewichtswert (1n)? abweicht. Wir wollen nun den Warmestrom als Funktion der Ab-
weichung (n) — (n)? vom thermischen Gleichgewicht ausdriicken:

e = 3 Lhw(in) = (n)) o 643)
q,r

Wir miissen uns zunichst die Frage stellen, wie (1) sich in einem bestimmten Raumgebiet
dndern kann. Hierzu tragen zwei Prozesse bei: Erstens konnen mehr oder weniger Phono-
nen in dieses Gebiet hinein- statt hinausdiffundieren. Zweitens konnen Phononen durch Drei-
Phononen-Prozesse in andere Phononen zerfallen. Wir kénnen also schreiben:

din) _ o(n)

dt ot

a(n)

(6.4.4)

Diffusion Zerfall

Diese Gleichung stellt einen Spezialfall der Boltzmann Transportgleichung dar, die wir spater
auch zur Beschreibung des Ladungstransports in Festkdrpern verwenden werden.

Wir werden im Folgenden nur so genannte stationdre Zustiande behandeln, bei denen sich (n)

zeitlich nicht dndert, d.h. % = 0. Wir werden ferner fiir die zeitliche Anderung der Phono-

nenbesetzungszahl durch Zerfallsprozess einen einfachen Relaxationsansatz

o{n) _m =) (6.4.5)
Zerfall
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machen. Das heifit, wir beschreiben den Zerfall der Phononen durch eine einzige mittlere Zer-
fallszeit 7, die unabhédngig von der Energie ist. Wir sehen, dass die Zerfallsrate proportional
zur Abweichung von thermischen Gleichgewicht ansteigt.

Der Diffusionsterm hiangt mit dem Temperaturgradienten zusammen. In einem Zeitintervall
At werden alle Phononen, die sich urspriinglich an der Stelle x — v, At befunden haben, am Ort
x ankommen. Wir konnen deshalb schreiben:

a(n) o .
K2 Diffusion - AI}TO At [{n(x —v:A8)) = (n(x))]

_ a<n> B a<n>0 9T

— —UXW = —Ux 5T g 616

Hierbei haben wir (n) durch (n)? ersetzt, nachdem wir den Temperaturgradienten 3% ein-

gefiihrt haben. Dies ist moglich, da wir einen stationdren Zustand und lokales thermisches
Gleichgewicht vorausgesetzt haben. Setzen wir die Ausdriicke (6.4.4) bis (6.4.6) in (6.4.3) ein,
so erhalten wir

B 1 , d(n)0 9T
Jnx = —V;,hwwx T ar (6.4.7)

Fiir kubische oder isotrope Festkorper kénnen wir (v2) = %vz setze und erhalten dadurch
folgenden Ausdruck fiir die Warmestrom

B 1 , 9(n)? 9T
Jnx = —3—V§;hw’rv T 35 (6.4.8)

Benutzen wir ferner den Ausdruck cy = & ¥ hw %(1@0 (vergleiche (6.1.30)) fiir die spezifi-
q,r

sche Warme und fiithren die mittlere freie W(;gléinge ¢ = v ein, so erhalten wir aus unserer
Definitionsgleichung (6.4.1) folgenden Ausdruck fiir die Warmeleitfdhigkeit

K = %CV vl . (6.4.9)

Wir sehen, dass die spezifische Warme der Phononen und deren Gruppengeschwindigkeit eine
entscheidende Rolle fiir die Warmeleitfahigkeit spielt. Phononen nahe am Zonenrand oder
optische Phononen tragen deshalb wenig zum Warmetransport bei. Eine wichtige Rolle spielt
aber auch die mittlere freie Wegldnge der Phononen. Diese wird durch die Streuprozesse der
Phononen bestimmt, die wir weiter unten noch im Detail diskutieren wollen.

Kinetische Gastheorie

Wir konnen das Ergebnis (6.4.9) auch sehr einfach aus der kinetischen Gastheorie ableiten,
indem wir die Phononen als ein Gas von Teilchen betrachten. Der mittlere Teilchenfluss in
x-Richtung ist 1n(|vy|) und jedes Teilchen transportiert die Warmemenge CyAT. Hierbei ist

2 _ 2

13Es gilt 02 + vi + v2 = v? und auferdem v2 = vy = vz. Deshalb kénnen wir v2 durch %02 ersetzen.
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n = N/V die Teilchendichte. Im thermischen Gleichgewicht gibt es natiirlich einen iden-
tischen Warmefluss in entgegengesetzte Richtung. Nehmen wir an, dass die mittlere freie
Weglinge der Teilchen ¢ ist, so konnen wir die Temperaturdifferenz zwischen den Endpunk-
ten der Strecke der Lange ¢ schreiben als AT = ‘%E = %Z)x’l’. Der resultierende Warmeluss
ergibt sich dann aus dem Produkt des Teilchenflusses und der pro Teilchen transportierten
Wirmemenge zu

~ 4T 1 ~ T
Jne = —n(o)Cvt —— = —2nCy o't . (6.4.10)

Mitcy = név und ¢ = vT erhalten wir dann wiederum das Ergebnis 1)

1
K = 3 cyovdl . (6.4.11)
Schreiben wir in (6.4.10) den Temperaturgradienten entlang einer Probe der Liange L als
dT/dx = —(T, — T1) /L = —AT/L, so konnen wir (6.4.10) schreiben als

¢
Jhx = %(CV'AT) (v-L> : (6.4.12)

Wir sehen, dass der Warmestrom durch die Uberschusswarmedichte AQ = cy - AT gegeben
ist, die mit einer effektiven Geschwindigkeit v - % durch die Probe transportiert wird. Fiir einen
diffusiven Prozess gilt dabei v - % < voder / < L. Anschaulich bedeutet dies, dass ein Phonon
L /¢ Streuprozesse macht, bevor es die Probe durchquert hat. Seine Geschwindigkeit ist deshalb
um den Faktor ¢/L gegeniiber einem Phonon, das die Probe ohne Streuprozess durchqueren
kann, heruntergesetzt.

6.4.3 Temperaturabhingigkeit der Warmeleitfahigkeit

Nachdem wir den Warmetransport durch Phononen diskutiert haben, wollen wir uns jetzt
iiberlegen, welche Temperaturabhingigkeit wir fiir die Warmeleitfdhigkeit erwarten. Be-
trachten wir (6.4.9), so wird sofort klar, dass im Wesentlichen zwei Effekte die Temperatu-
rabhéangigkeit der Warmeleitfdhigkeit bestimmen werden:

1. Temperaturabhéngigkeit der spezifischen Warme cy .
2. Temperaturabhdngigkeit der mittleren freien Weglange /.

Die Temperaturabhidngigkeit der spezifischen Warme haben wir bereits ausfiihrlich in Ab-
schnitt |6.1.4) und [6.1.5| diskutiert. Wir miissen uns hier deshalb noch mit den Streuprozessen
der Phononen beschiftigen.

Streuprozesse

In Nichtmetallen sind die wichtigsten Streuprozesse fiir Phononen:

e Phonon-Phonon-Streuung

e Streuung an Defekten, Oberfldchen etc.

In Metallen kommt dann als wichtiger Streuprozess noch die Elektron-Phonon-Streuung dazu,
die wir erst spéter diskutieren wollen.
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Phonon-Phonon-Streuung: In Abschnitt haben wir bereits diskutiert, dass durch anhar-
monische Effekte Wechselwirkungseffekte zwischen Phononen moglich sind. So kann durch
einen Drei-Phonon-Prozess ein Phonon in zwei neue Phononen zerfallen bzw. umgekehrt zwei
Phononen in ein neues umgewandelt werden. Beztiglich des letzteren Prozesses konnten wir
vermuten, dass dieser umso hdufiger vorkommt, je hoher die Dichte der Phononen ist. Das
heifst, die Streuwahrscheinlichkeit sollte proportional zu 7}, sein und deshalb die mittlere freie
Weglénge ¢ o< 1/n,y,. Wir haben aber in Abschnitt gelernt, dass wir Drei-Phononen-Prozess
in Normalprozesse und Umklappprozesse unterscheiden konnen. Wir miissen deshalb analy-
sieren, wie diese beiden Streuprozesse zum Warmewiderstand beitragen.

Betrachten wir zunédchst die Normalprozesse. Fiir diese gilt q; + q2 = q3. Das heif$t, in einem
Gas von Phononen bleibt bei internen Streuprozessen der Gesamtimpuls Q (und natiirlich auch
die Gesamtenergie) erhalten, so dass

Q = ) ng,hq, = const (6.4.13)
q.r

gilt. Da die Normalprozesse den Gesamtimpuls der Phononen also nicht &ndern, kann sich eine
Gleichgewichtsverteilung der Phononen bei der Temperatur T mit einer bestimmten Driftge-
schwindigkeit entlang des Festkorpers bewegen.

Wir sehen, dass Normalprozesse den Warmetransport iiberhaupt nicht behindern. Um einen
endlichen Warmewiderstand zu erhalten, sind also nicht nur Prozesse notwendig, die zu einer
endlichen mittleren freien Wegldnge, sondern auch zu einer Thermalisierung der Phononen
fithren. Solche Prozesse sind die Umklappprozesse. Da bei Streuprozessen mit Phononen nur
der so genannte Kristallimpuls erhalten bleibt, gilt q1 + q2 = q3 + G, wobei G ein rezipro-
ker Gittervektor ist. Der Impuls G wird an das Gitter abgegeben, so dass sich der Gesamtim-
puls des Phononengases dndern kann. Der Impulsverlust des Phononengases fiihrt dann zum
Warmewiderstand des Gitters.

Streuung an Defekten: Defekte in Kristallen und deren Oberfldche fithren zu Streuprozessen
von Phononen. Die Wahrscheinlichkeit fiir solche Streuprozesse hangt nur von der Dichte der
Defekte und deren Streuquerschnitt ab. Wir erwarten deshalb in erster Ndaherung einen von
der Temperatur vollig unabhdngigen Beitrag zum Wérmewiderstand@

Temperaturabhingigkeit von «

Wir haben bisher gesehen, dass die Warmeleitfahigkeit des Gitters nur durch Umklapppro-
zesse und Phonon-Defektstreuung bestimmt wird. Da fiir Umklappprozesse der Summenwel-
lenvektor bei der Wechselwirkung zwischen zwei Phononen aufierhalb der 1. Brillouin-Zone
liegen muss, miissen wir

e (6.4.14)

> _
qQq+q =2 >

1Djes gilt natiirlich nur dann, wenn die Dichte der Defekte und deren Streuquerschnitt temperaturabhangig ist.
Die Temperaturabhingigkeit der Dichte der Defekte ist fiir nicht allzu hohe Temperaturen meist eine gute Ndherung
ist (vergleiche hierzu auch Abschnitt[T.3). Der Streuquerschnitt kann in manchen Féllen eine betrachtliche Tempera-
turabhéngigkeit besitzen (vergleiche hierzu Abschnittzur Streuung an geladenen Storstellen in Halbleitern).
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fordern. Im Rahmen des Debye-Modells ist die mittlere Energie dieser Phononen, fiir die Um-
klappprozesse moglich sind, etwa kg®p /2. Damit konnen wir ihre Besetzungswahrscheinlich-
keit zu

1
(n) = e®0/2T _ | (6.4.15)

bzw. fiir hohe und tiefe Temperaturen zu

) e O/2T fiir T < Op (64.16)
x 4.
@—TD fir T > Op
angeben. Mit ¢ < 1/(n) ergibt sich dann
Op/2T i
0o Y fur T < Op (6.4.17)
- fur T > ©Op

Wir sehen, dass fiir tiefe Temperaturen die mittlere freie Wegldange der Phononen beziiglich der
Phonon-Phonon-Streuung exponentiell anwichst. Deshalb wird bei geniigend tiefen Tempera-
turen die mittlere freie Wegldange durch die von der Temperatur unabhéngige Defektstreuung
bestimmt. Wir erwarten also, dass ¢ von hohen Temperaturen her kommend zunéchst oc 1/T
und dann oc e®2/T ansteigt und dann unterhalb einer von der Probengrofle und Probenreinheit
abhidngigen Temperatur sattigt.

Um die Temperaturabhdngigkeit von k zu erhalten, miissen wir noch die Temperatur-
abhéngigkeit von cy berticksichtigen. Wir haben in Abschnitt 6.1 gesehen, dass cy fiir T >
©p in etwa konstant ist und fiir T < ©p proportional zu T? verlduft. Fiir den mittle-
ren Temperaturbereich erhalten wir, anhdngig vom verwendeten Modell, unterschiedliche T-
Abhéngigkeiten fiir cy. Die Details sind hier allerdings nicht so wichtig, da die exponentielle
T-Abhéngigkeit der mittleren freien Wegldnge das Verhalten dominiert. Insgesamt erwarten
wir folgende Temperaturabhingigkeit der Warmeleitfahigkeit:

% fur T > Op (Ph-Ph-Streuung)
K T"e90/T mit n~0-3 fir T < Op (Ph-Ph-Streuung) .| (6.4.18)
i fir T << ©p (Ph-Defekt-Streuung)

In Abb. und Abb. ist die Temperaturabhéngigkeit der thermischen Leitfahigkeit von
hochreinem Si und Ge sowie isotopenreinem (99.7%) 28Si und isotopenreinem (99.99%) 7°Ge
gezeigt. Wir erkennen gut den theoretisch erwarteten Verlauf. Fiir tiefe Temperaturen steigt
die Warmeleitfahigkeit zundchst proportional zu etwa T an, hat dann ein Maximum und fallt
zu hoheren Temperaturen schnell zunéchst etwa proportional zu €®2/T und dann proportional
zu 1/T ab. Wir sehen, dass dielektrische Kristalle eine sehr hohe thermische Leitfdhigkeit haben
konnen, die so hoch wie diejenige von Metallen ist. Fiir isotopenreines Silizium und Ge erreicht
k Werte bis zu 6 000 W/m K bzw. bis zu mehr als 10 000 W/m K. Synthetischer Saphir besitzt
mit Kmax =~ 20000 W/m K bei 30K eine der hochsten Warmeleitfahigkeiten. Dieser Wert ist
hoher als die maximale Warmeleitfdhigkeit von Kupfer, die etwa 10 000 W/m K betrégt, liegt
aber unterhalb des Wertes fiir metallisches Ga, dessen Warmeleitfahigkeit 84 500 W/m K bei
1.8 K betragt.
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Abbildung 6.15: Warmeleitfahigkeit von Silizium. Links: hochreines Si (nach C.J. Glassbrenner, G. A.
Slack, Phys. Rev. 134, 1058 (1964)). Rechts: Hochreines natiirliches Silizium (nach M. G. Holland, Phys.
Rev. 132, 2461 (1963); W.S. Capinski, Appl. Phys. Lett. 71, 2109 (1997)) sowie isotopenreines (99.7%)
28Si (nach W.S. Capinski, Appl. Phys. Lett. 71, 2109 (1997)).

In ansonsten perfekten Kristallen spielt die Verteilung von Isotopen eine wichtige Rolle
beziiglich der Phononenstreuung. Die statistische Anordnung von unterschiedlichen Isoto-
penmassen stort die perfekte Periodizitdt des Kristalls und fiithrt somit zu Streuprozessen. In
manchen Kristallen ist die Streuung an Isoptopen genauso wichtig wie die Phonon-Phonon-
Streuung. Der Effekt der Streuung an Isotopen ist in Abb. und Abb. fiir Si und Ge
gezeigt. Wir erkennen, dass das Maximum der Warmeleitfahigkeit fiir isotopenreine Materia-
lien zu erheblich hoheren Werten verschoben werden kann. Bei Ge betrdgt der Unterschied
zwischen natiirlichem Ge und isotopenreinem 7’Ge etwa eine Grélenordnung.

In Abb. ist die Warmeleitfdhigkeit von NaF-Kristallen mit unterschiedlicher Defektdichte
gezeigt. Die Defekte wurden durch Bestrahlung mit hochenergetischer Rontgenstrahlung er-
zeugt. Wir erkennen wiederum die typische Temperaturabhidngigkeit der Warmeleitfahigkeit

und aufierdem die Reduktion der maximalen Warmeleitfdhigkeit durch die vergrofierte De-
tektdichte.
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Abbildung 6.16: Warmeleitfahigkeit von Germanium. Links: hochreines Ge mit unterschiedlicher
Akzeptor-Dotierung; (a) 103, (b) 102, (c) 2.3 - 106, (d) 4.2 - 10'® und (e) 5-10"%cm~3 (nach J.A. Car-
ruthers et al., Proc. Royal Soc. 238 502 (1957)). Rechts: Hochreines natlrliches Germanium und isoto-
penreines 70Ge; (a) 99.99%, (b) 96.3%, (c) natirliches Ge (nach V.I. Ozhogin et al., Pisma Zh. Eksp.
Teor. Fiz. 63,463-467 (1996)).
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Abbildung 6.17: Warmeleitf&higkeit von reinem NaF (a) und nach Erzeugung unterschiedlicher Defekt-
dichten durch Bestrahlung mit 130 keV Réntgenstrahlung: 1.2 (a), 2.0 (b) und 5.7 - 10'6cm~3 (c) (Daten
aus Charles T. Walker, Phys. Rev 132, 1963 (1963)).
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