Kapitel 7

Das freie Elektronengas

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Eigenschaften von Isolatoren behandelt. Bei
diesen Materialien sind die Elektronen fest an die Gitteratome gebunden, wir sprechen von lo-
kalisierten Elektronen. Wir wollen uns nun den Eigenschaften von Materialien zuwenden, bei
denen delokalisierte Elektronen vorliegen. Um zunéchst ein handhabbares Modell fiir solche
Systeme zu entwickeln, werden wir zwei grundlegende Annahmen machen:

1. die Elektronen wechselwirken nicht mit den Atomriimpfen

2. die Elektronen wechselwirken nicht miteinander

Das heifst, wir gehen von voéllig freien Elektronen aus, die ein Gas von nicht-wechselwirkenden
Teilchen bilden. Wir sprechen deshalb von einem freien Elektronengas. Obwohl die obigen An-
nahmen eine starke Vereinfachung darstellen, werden wir viele Eigenschaften von Metallen
mit dem System freier Elektronen beschreiben kénnen. Bei der Diskussion des freien Elektro-
nengases wird allerdings, genauso wie bei dem Phononengas in Kapitel [ eine rein klassische
Beschreibung nicht ausreichen. Wir miissen vielmehr eine quantenmechanische Beschreibung
vornehmen. Eine wichtige Rolle wird dabei spielen, dass Elektronen Spin-1-Teilchen sind, die
im Gegensatz zu den Phononen der Fermi-Dirac-Statistik folgen. Das heifst, wir miissen fiir sie

das Pauli-Prinzip beachten.

Selbst in einfachen Metallen wie z.B. Li, Na oder K, fiir die das Modell des freien Elektronen-
gases am besten funktioniert, liegt ein periodisches Potenzial der positiven Ionenrtimpfe vor,
das die Ladungsverteilung der Elektronen beeinflusst. Wir werden deshalb spater das Modell
des freien Elektronengases in Kapitel [§|erweitern, um die Wechselwirkung der Elektronen mit
den Ionen des Gitters zu berticksichtigen. Generell kann man sagen, dass das Modell der vollig
freien Elektronen immer dann gut zur Beschreibung von Festkorpern funktioniert, wenn die
diskutierten Eigenschaften im Wesentlichen durch die kinetische Energie bestimmt werden.

Historisch betrachtet wurde die Beschreibung von Metallen im Rahmen der Bewegung von
vollig freien Elektronen lange vor der Entwicklung der Quantenmechanik vorgenommen. Be-
reits um 1900, kurz nach der Entdeckung des Elektrons durch J.J. Thomson im Jahr 1897, wurde
von Paul Drudeﬂ eine klassische Modellvorstellung fiir ein Gas freier Elektronen entwickeltE]
Diese klassische Theorie basierte zwar auf der falschen Annahme, dass die Geschwindigkeits-
verteilung der Elektronen im freien Elektronengas durch die klassische Maxwell-Boltzmann-
Verteilung beschrieben werden kann, hatte aber trotzdem einige eher zufallige Erfolge wie die

1Paul Drude, geboren am 12. 07. 1863 in Braunschweig, gestorben am 05. 07. 1906 in Berlin.
2Paul Drude, Annalen der Physik 1, 556 (1900) und 3, 369 (1900).
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Arnold Sommerfeld (1868 — 1951):

Arnold Sommerfeld wurde am 5. Dezember 1968 in Konigsberg gebo-
ren.

Er begann 1886 ein Studium der Mathematik und Physik an der Univer-
sitdat Konigsberg. Bereits im Jahr 1891 promovierte er an der Universitét
Konigsberg tiber Die willkiirlichen Functionen in der mathematischen Phy-
sik. Er legte dann 1892 die staatliche Priifung fiir das Lehramt ab und
musste anschliefSend seinen Militdrdienst ableisten

Im Jahr 1893 wurde er Assistent bei dem Mineralogen Theodor Lie-
bisch an der Universitdt Gottingen und spéter (1894-1896) Assistent bei
dem Mathematiker Felix Klein ebenfalls an der Universitit Gottingen.
Im Jahr 1895 habilitierte er sich in Gottingen mit einer Arbeit zur “Ma-
thematischen Theorie der Beugung”. Er wurde wenig spater (1897) Pro-
fessur fiir Mathematik an der Bergakademie Clausthal, wo er bis 1890
blieb. AnschlieBend wurde er Professur fiir Mechanik an der TH Aa-
chen (1900-1906) und schliefSlich im Jahr 1906 ordentlicher Professur fiir
theoretische Physik an der Universitdt Miinchen.

In der Zeit zwischen 1897-1910 beschiftigte sich Sommerfeld u.a. mit
der Theorie des Kreisels (vier Bainde mit Felix Klein). Er war ferner zwi-
schen 1898 und 1926 Redakteur der Physikbdnde der Enzyklopddie der
Mathematischen Wissenschaften. In die Jahre 1904/05 fallen seine Un-
tersuchungen zur Schmiermittelreibung und Elektronentheorie. Besonders bedeutend sind seine Arbei-
ten zur Atomtheorie (Bohr-Sommerfeldsches Atommodell, Feinstrukturkonstante, 1915/16) und zur Elek-
tronentheorie der Metalle (1927). Bereits in das Jahr 1919 fllt die erste Auflage des Buch “Atombau und
Spektrallinien”. Im Jahr 1942 erschien sein Lehrbuch “Die Mechanik” als erster Band seiner sechsbandigen
Lehrbuchreihe “Vorlesungen tiber theoretische Physik”, die erst posthum abgeschlossen wurde.

Arnold Sommerfeld war Vorsitzender der Deutschen Physikalischen Gesellschaft (1918). Er erhielt im Jahr
1922/23 die Carl-Schurz-Gedéachtnisprofessur in Madison, Wisconsin. In den Jahren 1928/29 fiihrte er
eine Weltreise durch, wihren der er Indien, China, Japan und die USA besuchte. In den Jahren 1935-1940
fiihrte Sommerfeld eine heftige Auseinandersetzungen um seinen Nachfolger. Er konnte allerdings nicht
verhindern, dass sich die so genannte “Deutsche Physik” mit ihrem Vertreter W. Miiller durchsetzte.

Arnold Sommerfeld starb am 26. April 1951 an den Folgen eines Unfalls.

Ableitung des Ohmschen Gesetzes oder des Verhiltnisses zwischen elektrischer und thermi-
scher Leitfahigkeit. Diese klassische Theorie konnte aber nicht die spezifische Wéarme, die Ther-
mokraft oder die magnetische Suszeptibilitdt von Metallen erkldren. Nach der Entwicklung der
Quantenmechanik hat dann Arnold Sommerfeldﬂ die Drudesche Theorie auf eine quantenme-
chanische Basis gestellt. Wir sprechen deshalb heute oft vom Drude-Sommerfeld-Modell des
freien Elektronengases. Sommerfeld hat das Paulische AusschlieSungsprinzip auf die freien
Elektronen angewendet und ihre Geschwindigkeitsverteilung mit der richtigen Quantenstati-
stik, namlich der Fermi-Dirac-Statistik beschrieben (Ubergang vom klassischen zum Quanten-

gas).

3Arnold Sommerfeld, geboren am 5. Dezember 1968 Konigsberg, gestorben am 26. April 1951 in Miinchen.
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7.1 Modell des freien Elektronengases

7.1.1 Grundzustand

Wir betrachten N freie, nicht-wechselwirkende Elektronen, die in einem Volumen V = L3

durch unendlich hohe Potenzialwidnde eingeschlossen sind. Wir betrachten zundchst den
Grundzustand dieses Systems bei T = 0. Da die Elektronen nicht wechselwirken, gentigt es,
das quantenmechanische Problem fiir ein Elektron zu l6sen. Das Elektron im Potenzialkasten
beschreiben wir durch eine Wellenfunktion ¥(r, o), wobei o den Spin des Elektrons bezeich-
net. Die Energieeigenzustdnde fiir dieses freie Elektron (V = 0) erhalten wir durch Losen der
Schrodinger-Gleichung

-
—%V Y(r,0) = EVY(r,o0) . (7.1.1)

Losungen sind ebene Elektronenwellen
1 ik-r
Yi(r) = —=e (7.1.2)

mit Wellenvektor k und de Broglie Wellenldnge A = 271/ |k| sowie der Normierung

/d3r W (o) = 1. (7.1.3)
|4

Das heifst, die Wahrscheinlichkeit, das Elektron irgendwo innerhalb des Potenzialkastens mit
Volumen V zu finden ist Eins. Einsetzen in die Schrodiger-Gleichung ergibt die Dispersionsre-
lation fiir die freien Elektronen zu

h2k>
Ek) = 5. (7.1.4)

Die ebenen Wellen Wy (1) sind Eigenfunktionen des Inpulsoperators 2V. Es gilt namlich

?vqm(ﬂ — KU (r) (7.1.5)

Wir sehen, dass die Zustidnde Yy (r) einen wohldefinierten Impuls
p = hk (7.1.6)

haben. Mit der Impuls-Orts-Unschérferelation bedeutet dies, dass die Ortsunschérfe beliebig
grof3 ist, wir haben es mit vollkommen delokalisierten Elektronen zu tun.
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Randbedingungen

Als Randbedingung haben wir vorgegeben, dass die Elektronen durch unendlich hohe Poten-
zialwiélle in das Volumen V = L, - L, - L, eingesperrt sind. Daraus ergeben sich die Randbe-
dingungen

Wi(xy,2) = Wi+ Loy, 2) (7.1.7)
Wi(xyz) = Wilxy+Ly,z) (7.1.8)
Ye(x,y,z) = Ye(x,y,z+L;) (7.1.9)

Wir sehen sofort (vergleiche hierzu Abschnitt[5.3), dass aufgrund dieser Randbedingungen nur
bestimmte Wellenvektoren zuldssig sind:

ky = —ny ky, = —ny k, = —n, (7.1.10)
mit 1y, = 0,+£1,42,43,...

Im Gegensatz zu den Gitterschwingungen, die wir in Abschnitt 5.3/ behandelt haben, gibt es
hier keinen maximalen Wellenvektor bzw. minimale Wellenldnge. Bei den Gitterschwingungen
wurde der maximale Wellenvektor 77/a durch den Rand der 1. Brillouin-Zone gegeben und re-
sultierte aus der periodischen Anordnung der Gitteratome mit Abstand a. Hier betrachten wir
ein in ein Volumen eingesperrtes Teilchengas ohne jegliche periodische Struktur. Es existiert
deshalb hier kein maximaler Wellenvektor.

Einen bestimmten Elektronenzustand konnen wir durch die Angabe der drei Zahlen ny, n y und
n, sowie durch Angabe des Spinindex o = :I:% spezifizieren. Aufgrund der zwei mdoglichen
Spinstellungen gibt es also zu jedem Wellenvektor k genau zwei Elektronenzustdnde mit un-
terschiedlicher Spinrichtung. Die Energieeigenwerte dieser Zustdnde lauten

no@en? 5 @en)? ,  (2n)? ,
- 7.1.11
E, | 12 ny + L% ny, + 2 nz ( )

Zustandsdichte im k-Raum

Wie Abb. zeigt, liegen die erlaubten Zustinde im k-Raum in jede Richtung dquidistant.
Teilen wir den k-Raum in gleiche Teile auf, die alle jeweils nur einen Zustand enthalten, so er-
halten wir fiir die Strecke, Flache bzw. Volumen pro Zustand im 1D-, 2D- bzw 3D-Impulsraum

1D: %” (7.1.12)
X
) (27)?
2D: (L? - (Z) (7.1.13)
x=y
(2m)? (2m)?
D: - 7.1.14
3 LiL,L. % (7.1.14)

Fiir die dreidimensionale Zustandsdichte Z(k) fiir beide Spinrichtungen erhalten wir in Ana-
logie zu (5.3.23)

(7.1.15)

© Walther-Meifiner-Institut
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Abbildung 7.1: Erlaubte Zustande im zweidimensionalen k-Raum und k-Raumflache pro Zustand
(schraffiert). Die Flache konstanter Energie ist ein Kreis mit Radius k = , /k2 + k;.

Entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir den 1D- oder 2D-Fall. Wir erhalten bis auf den Fak-
tor 2 durch die beiden moglichen Spinrichtungen das gleiche Ergebnis wie fiir die Phononen.
Wird V groB, so liegen die Zustinde im k-Raum sehr dicht und wir kénnen ¥y durch [ d®kZ (k)
ersetzen.

Zustandsdichte im Energieraum

Die Zustandsdichte D(E) im Energieraum erhalten wir mit Hilfe der Dispersionsrelation

(7.1.4). Mit (vergleiche (5.3.27))
Z(k)d®k = D(E)dE (7.1.16)

und der Tatsache, dass die Flichen konstanter Energie Kugeloberfldchen sind, erhalten wir fiir
einen dreidimensionalen Festkorper

Vv

Z(K)d’k = z(zﬂ)3

4mk®dk = D(E)dE . (7.1.17)

Mit dE = T%kdk erhalten wir dann die Zustandsdichte fiir beide Spinrichtungen

v 2m\*?
D(E) = 2 72 E (3D-Elektronengas) . (7.1.18)

Entsprechende Beziehungen kénnen wir fiir ein- und zweidimensionale Elektronengassysteme
ableiten, wie sie heute hdufig in Halbleiterheterostrukturen realisiert werden. Fiir ein zweidi-
mensionales Elektronengas gilt

A
Z(K)d*k = 2 Wandk = D(E)dE (7.1.19)

2004



238

R. GROSS UND A. MARX  Kapitel 7: Das freie Elektronengas

2D

D (E)
D (E)

\ 4

Abbildung 7.2: Zustandsdichte fiir ein 1D-, 2D- und 3D-Elektronengas.

und wir erhalten
A (2
D(E) = = (;) E® = const  (2D-Elektronengas) . (7.1.20)

Fiir ein eindimensionales Elektronengas gilt

L
Z(K)dk = 2 ®2dk = D(E)dE (7.1.21)

und wir erhalten

L [2m\Y* |
frd R JR— - / 2 _
D(E) e <h2 ) E (1D-Elektronengas) . (7.1.22)
Wir sehen, dass die Zustandsdichte fiir ein 3D-Elektronengas proportional zu /E, fiir ein
2D-Elektronengas konstant und fiir ein 1D-Elektronengas proportional zu 1/+/E ist (siehe

Abb.[72).

Die Fermi-Energie

Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten die Eigenzustdnden und mdoglichen Wellen-
vektoren fiir ein einzelnes Elektron bestimmt. Wir wollen jetzt den Grundzustand eines Sy-
stems aus N nicht-wechselwirkenden Elektronen betrachten. Da fiir Elektronen das Pauli-
Prinzip gilt, konnen jeweils nur zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin die Eigen-
zustdnde besetzen. Das bedeutet, dass wir die Eigenzustande von niedrigen Energien her kom-
menend auffiillen miissen, bis wir alle N Elektronen untergebracht haben. Die hochste Energie,
die wir dabei erreichen, ist die Fermi-Energie E p Die Fermi-Energie trennt bei T = 0 die be-
setzten Zustinde (E < Ef) von den unbesetzten Zustidnden (E > Ep).

Da die Flachen konstanter Energie fiir ein 3D-Elektronengas Kugeloberfldchen sind, ergibt sich
bei T = 0 im k-Raum eine Kugel mit Radius kr, die alle besetzten Zustdnde enthalt. Wir nen-
nen diese Kugel Fermi-Kugel (siehe Abb[7.3). Thr Radius ist durch den Fermi-Wellenvektor kr

4Benannt nach Enrico Fermi, geboren am 29. September 1901 in Rom, gestorben am 29. November 1945 in Chi-
cago, Nobelpreis fiir Physik 1938.
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@ L
a) Fermi-Kante
L besetzt unbesetzt
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6
E/ E.

Abbildung 7.3: Fermi-Kugel und Zustandsdichte fir ein 3D-Elektronengas bei T = 0. Die besetzten
und unbesetzten Zusténde sind durch eine scharfe Fermi-Kante getrennt.

gegeben, ihre Oberfldche bezeichnen wir als Fermi-Fliche. Die Grofie des Fermi-Wellenvektors
konnen wir leicht bestimmen, indem wir die Anzahl der méglichen Zustdnde innerhalb der
Fermi-Kugel gleich der Elektronenzahl N setzen:

N = 2 (énk%) ((2‘7/1)3> . (7.1.23)

Hierbei haben wir die Dichte Z(k) der Zustinde im k-Raum benutzt, in der der Faktor 2 auf-
taucht, da ja jeder Zustand mit zwei Elektronen entgegengesetzten Spins besetzt werden kann.
Losen wir nach kr auf und benutzen die Teilchendichte n = N/V, so erhalten wilﬂ

ko= (3rPn) | (7.1.24)

Mit diesem Ausdruck konnen wir weitere Groflen angeben

E, — hzﬁ _ ﬁ 2.\2/3 . .

F= 5 = 5o (37°n) Fermi-Energie (7.1.25)
Tr = i; Fermi-Temperatur (7.1.26)
A = Z: Fermi-Wellenldnge (7.1.27)
UF = % = h:f Fermi-Geschwindigkeit . (7.1.28)

Wir sehen, dass die Fermi-Energie nur von der Teilchendichte abhéngtﬂ

SVergleiche hierzu die analoge Ableitung des Debye-Wellenvektors in Abschnitt Beide Ausdrticke
unterscheiden sich um den Faktor 21/3 , da wir bei dem Elektronensystem die Spin-Entartung vorliegen haben.

%Die Teilchendichte in Atomkernen (Protonen, Neutronen) ist wesentlich grofler als die Elektronendichte in
Festkorpern, deshalb ist die Fermi-Energie dort auch wesentlich hoher.
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Metall n EF TF k}: OF
(1022 cm~3)  (eV) K) (108 cm™) (108 cm/s)

Li 4.70 472 54800 1.11 1.27
Rb 1.15 1.85 21500 0.69 0.79
Cu 8.45 7.00 81200 1.35 1.55
Au 5.90 551 63900 1.20 1.38
Be 24.2 14.14 164100 1.92 2.21
Zn 13.10 9.39 109 000 1.56 1.79
Al 18.06 11.63 134900 1.74 2.00
Pb 13.20 9.37 108 700 1.57 1.81

Tabelle 7.1: Elektronendichte, Fermi-Energie, Fermi-Temperatur, Fermi-Wellenvektor und Fermi-
Geschwindigkeit fur einige Metalle.

Grofienordnungen: Wir wollen kurz die Gréflenordnung der gerade eingefiihrten Grofien
abschitzen. In typischen Metallen ist die Elektronendichte n ~ 5 - 10?2cm 2. Damit erhalten
wir folgende Grofsenordnungen:

kp ~ 10% cm™! (7.1.29)
AF ~ 1A (7.1.30)
vp =~ 10% cm/s (7.1.31)
Er ~ 4eV (7.1.32)
Tr ~ 50000K . (7.1.33)

Zu beachten ist hierbei, dass die Wellenlidnge der Elektronenwellen im Bereich von 1A liegt
und damit in der gleichen Groéflenordnung wie der Atomabstand im Festkorper liegt. Auf-
grund unserer Diskussion in Kapitel 2 erwarten wir deshalb starke Beugungseffekte der Elek-
tronenwellen im Festkorper. Ferner ist Tr wesentlich grofier als die typischen Schmelztempe-
raturen von Festkorpern. Wir haben also immer den Fall T < Tr vorliegen. In Tabelle [7.1|sind
die Werte von Er und Tr fiir einige Metalle angegeben.

Die Fermi-Geschwindigkeit spielt fiir ein Elektronengas eine dhnliche Rolle wie die thermische
Geschwindigkeit der Teilchen in einem klassischen Gas. Da T < Tr bzw. Ey, = kgT < Eristal-
lerdings die thermische Geschwindigkeit eines “klassischen Elektronengases” wesentlich klei-
ner als die Fermi-Geschwindigkeit. Wahrend vp = /2Ep/m =~ 108cm/s, wiirde die thermische
Geschwindigkeit eines klassischen Elektronengases bei 300K nur vy, = \/3Ey,/m ~ 107cm/s
betragen.

Wir wollen zuletzt noch die Zustandsdichte bei der Fermi-Energie angeben. Mit (7.1.18) und
(7.1.25) erhalten wir

3. n

N W

N
— . 7.1.34
. (7.1:34)

Héufig wird die Zustandsdichte auch pro Einheitsvolumen angegeben, so dass sie dann nur
durch den Quotienten von Elektronendichte n und Fermi-Energie Er bestimmt ist.

© Walther-Meifiner-Institut



Abschnitt 7.1 FESTKORPERPHYSIK

241

Gesamtenergie, Druck und Kompressibilitat

Gesamtenergie: Die Gesamtenergie des Elektronensystems erhalten wir, indem wir die Ener-
gien der einzelnen Elektronen aufsummieren:

Egs = 2 ) 5 (7.1.35)

Der Faktor 2 berticksichtigt hierbei wiederum die Spinentartung. Ahnlich wie wir es fiir die
Gitterschwingungen getan haben, nehmen wir an, dass das Volumen V grofs ist und deshalb
die Zustdnde im k-Raum sehr dicht liegen. Wir konnen dann die Summation durch eine Inte-
gration ersetzen, Y E(k) — [, Z(k)E(k)d’k, und erhalten

14 nk* 14 /2 S V oK.
Eys = 2 3 / TR sk =2 /ﬁélnk dh = kD (7.1.36)
k<kr k<kp

Mit n = N/V = k3 /37 erhalten wir fiir die Gesamtenergie pro Teilchen

3 3
—Ep = —kgTr . 7.1.37
5 F 5 BLF ( )

Im Gegensatz zu einem Gas klassischer Teilchen, fiir das die Energie pro Teilchen %kBT betragt
und damit fiir T — 0 verschwindet, besitzt das Fermi-Gas selbst bei T = 0 eine grofie Energie
pro Teilchen. Dies ist eine direkte Folge des Pauli-Verbots.

Druck: Der Druck, der von dem Elektronengas ausgetibt wird, ist

oE 2 E
ges ges
p = ( > == . (7.1.38)
oV N=const 3V

Hierbei haben wir den Ausdruck (7.1.25) fiir die Fermi-Energie verwendet. Da in die Fermi-
Energie n = N/V eingeht, ist diese vom Volumen abhéngig.

Kompressibilitit: Fiir die Kompressibilitdt k bzw. den Bulk-Modul B = 1/« erhalten wir

(vergleiche ﬂ

1 0 2

- B = (p) — Z0Er . (7.1.39)

K oV T=const 3

: _ d _ 2 Eges ZaEes _ZEes 22Ees_1OEes_2
7E58ﬂtB—_V<a*p)T=m5t (‘3 vt +3vav ) =37V +<§) - =9 = 5nErF
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7.1.2 Fermi-Gas bei endlicher Temperatur

Wir haben das freie Elektronengas bisher nur fiir den Fall T = 0 betrachtet. Dabei waren alle
Zustinde bis k = kr besetzt und alle Zustinde mit k > kr unbesetzt. Die besetzten und unbe-
setzten Zustande waren durch eine scharfe Fermi-Kante getrennt. Bei T > 0 erwarten wir ther-
mische Anregungen, so dass einige Zustdnde fiir k < kr leer und einige fiir k > kr besetzt sein
werden. Wir erwarten deshalb ein Aufweichen der scharfen Fermi-Kante. Wir miissen uns jetzt
tiberlegen, wie sich die Elektronen auf die verfiigbaren Zustdande verteilen. Diese Frage miissen
wir mit Hilfe der statistischen Physik beantworten. Die Vorgehensweise ist dabei dhnlich zu
Kapitel [e} Dort haben wir die Besetzungswahrscheinlichkeit der Schwingungszustande (Pho-
nonen) mit der Bose-Einstein-Statistik beschrieben. Wir haben es jetzt allerdings nicht mehr
mit Phononen, d.h. mit Bosonen (Teilchen mit ganzzahligem Spin) zu tun, fiir die diese Vertei-
lungsfunktion addquat ist. Elektronen besitzen einen halbzahligen Spin und sind deshalb Fer-
mionen. Wir miissen deshalb ihre statistischen Eigenschaften mit der Permi—Dimc—Stutistikﬁ
beschreiben.

Fermi-Dirac-Verteilung

Die Besetzungswahrscheinlichkeit der fiir die Teilchen eines Elektronengases zur Verfiigung
stehenden Zustidnde ist durch die Fermi-Dirac-Verteilung

(7.1.40)

gegeben. Hierbei ist u das so genannte chemische Potenzial, dessen Bedeutung wir weiter
unten noch genauer diskutieren. Eine Ableitung der Fermi-Dirac-Verteilung ist in Anhang
gegeben.

Die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Zustand mit
der Energie E bei der Temperatur T besetzt ist. Sie ist in Abb.|7.4|{grafisch dargestellt. Wir sehen,
dass mit zunehmender Temperatur eine Umverteilung der Besetzung der Elektronenzustinde
von E < Ernach E > Er erfolgt. Da aber kgT < EF, ist der Anteil der Elektronen, die an dieser
Umverteilung teilnehmen tiiblicherweise sehr klein. Bei Raumtemperatur ist fiir typische Me-
talle kgT/Er ~ 10~2 und es nimmt nur etwa 1% aller Elektronen an der Umverteilung teil. Dies
wird bei der spateren Diskussion der thermischen Eigenschaften oder der Transporteigenschaf-
ten des Elektronengases eine grofie Rolle spielen. In Abb.[7.4|gibt die rote Kurve (1/kgT = 200)
die Situation bei Raumtemperatur realistisch wieder. Die Aufweichung der Fermi-Funktion ist
kaum zu erkennen, da der Bereich der Breite kgT, tiber den die Aufweichung stattfindet, in
diesem Fall nur 0.005 - E/p betragt.

Abb. [7.5(zeigt das Produkt aus Zustandsdichte und Fermi-Verteilungsfunktion fiir T = 0 und
T > 0. Wir sehen wiederum, dass sich die Anzahl der besetzten Zustidnde nur innerhalb eines
schmalen Intervalls der Breite kgT um E/u = 1 dndert. Bei T = 0 fallt D(E) f(E) bei E = p ab-
rupt auf Null ab, wahrend dieser Abfall bei endlichen Temperaturen {iber ein Energieintervall
der Breite ~ kgT verschmiert ist.

8Paul Adrien Maurice Dirac, geboren am 08. August 1902 in Bristol, gestorben am. 20. Oktober 1984 in Talla-
hassee, Nobelpreis fiir Physik 1933.
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Abbildung 7.4: Grafische Darstellung der Fermi-Dirac Verteilungsfunktion in Abhangigkeit von der re-
duzierten Energie E/u fur u/kgT = 10 und 200. Fir Metalle ist u ~ Ep ~ 5eV ~ 50 000K, so dass
p/kgT = 200 etwa den Verhéltnissen bei Raumtemperatur entspricht. Erwarmt man das System, so
werden die Zustande in den farbig markierten Bereichen von E/u < 1 nach e/p > 1 umverlagert.

7.1.3 Das chemische Potenzial

Im Gegensatz zum in Kapitel [f| behandelten Phononengas, bei dem die Teilchenzahl nicht er-
halten war, haben wir es beim Elektronengas mit einer festen Teilchenzahl N zu tun. Deshalb
taucht in der Verteilungsfunktion ein neuer Parameter, nimlich das chemische Potenzial u auf.
Fur T = 0 erkennen wir aus sofort, dass f(E) = 0 fir E > pund f(E) =1 fur E < p.
Das heifst, es gilt

uw(T=0) = Ep. (7.1.41)

Fiir beliebige Temperaturen konnen wir den Wert des chemischen Potenzials dadurch bestim-
men, indem wir berticksichtigen, dass die Summe {iber alle Besetzungswahrscheinlichkeiten
alle Elektronen gerade die Elektronenzahl N ergeben muss. Es muss also gelten

N = /Z(k)f(Ek)d3k - /D(E)f(E)dE . (7.1.42)

Bei der Losung dieses Integrals verwendet man meist die Sommerfeld-Entwicklung. Der
Grundgedanke ist dabei der, dass wegen kgT < p die Verteilungsfunktion f(E) nur in einem
schmalen Bereich der Breite kgT um E ~ p von der Verteilungsfunktion fiir T = 0 abweicht.
Das Integral [*. D(E)f(E)dE weicht also von dem Integral [*. D(E)dE bei T = 0 nur in
der Néhe von E = p ab. Wir konnen deshalb eine Taylor-Entwicklung um E = p vornehmen

2004



244

R. GROSS UND A. MARX  Kapitel 7: Das freie Elektronengas

1.8 ' 1‘0 T i T T T T T T T T T T
L o8} )

1.5F osf
-H\LE/OA r 2kBT — —

12| o2; ] 1.
| 00l— . . . . - L.

D(E) f(E)
!
I
o

\

03 T>0
0.0 n n n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 N " h N N N N
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

E/pu

Abbildung 7.5: Zustandsdichte mal Besetzungswahrscheinlichkeit als Funktion der reduzierten Ener-
gie E/u fur T = 0 und T > 0. Beim Ubergang von T = 0 zu T > 0 &ndert sich in der Besetzung
der Zustande nur innerhalb eines Energieintervalls der Breite kgT um E/u = 1. Das Inset zeigt die
Fermi-Dirac-Verteilungsfunktionen fir T =0und T > 0.

(Sommerfeld-Entwicklung) und erhaltenﬂ

u

_ _ & (@ D(E)
_ O/D(E)f(E)dE - /D(E)dE+nzl(kBT) n( i )E_u . (7.1.43)

0

Hierbei sind a,, ~ 1 dimensionslose Konstanten. Brechen wir die Reihenentwicklung nach dem
1. Glied ab, so erhalten wir

K 4
/D )AE + (ksT)? (dD( )> o) (kBT> : (7.1.44)
/ 6 dE E—y n
Mit
u Er u Ef
/D(E)dE _ /D(E)dE+/D(E)dE ~ /D(E)dE+D(Ep)(u—EF) (7.1.45)
0 0 Er 0
erhalten wir
Er

N = /D(E)dE+

(1~ ER)D(Er) + (kT2 ())]

= N(T=0)+N . (7.1.46)

Isiehe hierzu Anhangoder Solid State Physics, N. W. Ashcroft, N. D. Mermin, CBS Publishing Asia Ltd. (1976),
Anhang C.
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Abbildung 7.6: Temperaturabhangigkeit des chemischen Potenzials eines Elektronengases. Bei
Raumtemperatur ist fir typische Metalle T/Tr ~ 1072, so dass in guter Naherung p ~ Ef.

Da die Teilchenzahl temperaturunabhingig sein muss, folgt sofort dass

N o= 0= [(N—EF)D(EF)Jr(kBT)ﬂ:(d?iéE)>EJ . (7.1.47)

Damit erhalten wir die Temperaturabhidngigkeit des chemischen Potenzials zu

()
w(T) = Ep— (kgT)? > ZE=n (7.1.48)

6 D(EF)

Mit D(E) = 5%, (%)3/ 2\/E erhalten wir schlieflich

72 [ T\?
W) = Er [1_12<Tp>] (7.1.49)

Diese Abhidngigkeit ist in Abb. gezeigt. Da bei Raumtemperatur fiir typische Metalle
T/Tr ~ 1072, kénnen wir auch bei Raumtemperatur in guter Naherung 11(300K) ~ E schrei-
ben.

Anmerkung: Das chemische Potenzial stellt eine wichtige thermodynamische Grofle dar.
Bringen wir zwei thermodynamische Systeme in Kontakt und lassen Warme und Teilchenaus-
tausch zu, so befinden sich diese beiden Systeme genau dann im thermodynamischen Gleich-
gewicht, wenn T1 = T, und p; = pp gilt. Das chemische Potenzial spielt also insbesondere bei
Kontaktphdnomenen (z.B. Diode, Halbleiterheterostrukturen, Metall-Halbleiter-Kontakt) eine
wichtige Rolle. Der Wert von u entspricht immer derjenigen Energie, die man aufbringen muss,
um dem System ein weiteres Teilchen hinzuzufiigen.
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7.2 Spezifische Warme

7.2.1 Theorie

Um die spezifische Warme zu erhalten, miissen wir die innere Energie (entspricht Gesamtener-
gie) des Elektronengases als Funktion der Temperatur bestimmen. Fiir ein klassisches Elek-
tronengas aus N Elektronen erwarten wir geméfl dem Gleichverteilungssatz pro kinetischem
Freiheitsgrad den Beitrag 3kpT. Beriicksichtigen wir noch die Spinentartung, so erwarten wir
fir die Warmekapazitat

. a(U) 1
klassisch  __ . .
CV = 781_, =2-N-3 *sz = 3NkB . (721)

Dieser klassische Wert, den wir nach dem Drude-Modell erwarten, ist jedoch um etwa den
Faktor 100 grofSer als der gemessene Wert. Dies war einer der ersten Hinweise darauf, dass das
klassische Drude-Modell die Situation nicht richtig beschreibt. Wir miissen eine quantenme-
chanische Beschreibung vornehmen und das Pauli-Prinzip beriicksichtigen.

Die innere Energie eines Elektronengases erhalten wir ganz allgemein, indem wir tiber alle
Energiezustdnde multipliziert mit deren Besetzungswahrscheinlichkeit aufsummieren:

U = Y EK)f(E) - (7.2.2)
k,o

Mit Hilfe der Zustandsdichte D(E) kénnen wir die Summation tiber alle k durch eine Integra-
tion tiber die Energie ersetzen:

u = /dEE D(E)f(E) . (7.2.3)
0

Mit Hilfe der Sommerfeld-Entwicklung (siehe AnhangF) folgt

23 7_[2
U ~ /ED(E)dE+ (ks )7 <;§£[ED(E)]>E:EF T

Er K
~ /ED(E)dE +/ED(E)dE T {EFdDdfF)
Er

0 c + D(EF)]

~ U(T =0)+ ErD(Ef)(u— Ep) + (kBT)ﬂ;2 [EFdDd(gp) + D(EF)}

N dD(EF>] 2

~ U(T=0)+E; [D(EF)(u—EFH(kBT) CADEE ¢ (T2 D(Er) .(7:24)

Der Term in eckigen Klammern entspricht gerade N in 1) und muss deshalb verschwin-
den. Somit erhalten wir

I U(T:O)+(kBT)27;2D(Ep). (7.2.5)
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Abbildung 7.7: Plausibilitdtsbetrachtung zur Warmekapazitat des Elektronengases. Gezeigt ist eine
Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion bei T = 0 (rot) und T > 0 (blau). Der schattierte Bereich zeigt den
Energiebereich der Breite kg T, aus dem die Elektronen zur Warmekapazitat beitragen kénnen.

Fiir die Warmekapazitit erhalten wir damit

ou  ,
cv o= = - SKTD(Er) . (7.2.6)

Mit der Zustandsdichte D(Er) = %E—Z\i erhalten wir schlief3lich

2 T

7T
Cy = —Nkg— =+vT 727
% > BTF Y ( )
mit
m

Plausibilitatsbetrachtung: Um uns das obige Ergebnis anschaulich klar zu machen, betrach-
ten wir Abb. Erhohen wir die Temperatur von T = 0 auf die Temperatur T, so erzeugen
wir eine Umbesetzung der Elektronenzustinde. An dieser Umbesetzung kann allerdings nur
ein ganz kleiner Bruchteil der Elektronen mit Energien im Intervall kg T um die Fermi-Energie
teilnehmen. Die Anzahl dieser Elektronen ist Ny, ~ D(Er)kpT. Jedes dieser Elektronen tragt
etwa die Energie kpT zu U bei. Wir erwarten deshalb

U ~ U(T=0)+D(Ef)(kgT)? (7.2.9)
Cy = 2D(Ep)3T = 3NkBT1 ) (7.2.10)
F
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Abbildung 7.8: Spezifische Warme von Kalium bei tiefen Temperaturen. Geplottet ist C,,/T gegen T2
(Daten aus W.H. Lien, N.E. Phillips, Phys. Rev. 133, A1370 (1964)).

Dieses Ergebnis stimmt bis auf den Faktor 72 / 6 mit dem Ergebnis 1) iuberein.

Wir sehen, dass die Warmekapazitit des Elektronengases proportional zu T zunimmt. Im Ver-
gleich zum klassischen Ergebnis C}28 = 3Nkp taucht in 1b bzw. noch der Faktor
T/ Tr auf. Das heif3t, dass wir wegen T < Tr nur einen kleinen Bruchteil der klassisch erwarte-
ten Warmekapazitit erhalten. Die Ursache dafiir ist das Pauli-Prinzip, das bei der klassischen
Betrachtung natiirlich aufser Acht gelassen wurde. Es fithrt dazu, dass ein Grofiteil der Elektro-
nen nicht zur Warmekapazitit beitragen kann. Ihre Freiheitsgrade sind quasi “eingefroren”.

7.2.2 Experimentelle Ergebnisse

Messen wir die Warmekapazitit eines Metalls (gemessen wird immer C,), so messen wir im-
mer die Summe aus den Beitrdgen des Gitters und des Elektronengassystems. Bei tiefen Tempe-
raturen variiert der Gitteranteil mit T°> und wir erwarten deshalb eine Temperaturabhingigkeit

C, = v T+A-T° . (7.2.11)

Bei der Darstellung der experimentellen Daten wird deshalb haufig C/T gegen T? geplottet.
Man erhélt dann eine Gerade mit der Steigung A und dem Achsenabschnitt y. Ein typisches
Beispiel ist in Abb.|7.8{gezeigt, wo die spezifische Warme von Kalium in einer C, /T versus T?
Auftragung gezeigt ist.

Der experimentell bestimmte Wert yexp stimmt fiir einige Metalle, insbesondere die Alkali-
Metalle, gut mit dem nach theoretisch erwarteten Wert Yo, iiberein. Wie Tabelle
zeigt, gibt es aber vor allem fiir die 3d-Ubergangsmetalle grofie Abweichungen zwischen Theo-
rie und Experiment. Dies zeigt, dass das Modell der freien Elektronen fiir diese Metalle wohl
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Metall Yexp Ytheor Yexp / Ytheor
(1073 /molK) (1073J / mol K)

Li 1.63 0.749 2.18
Na 1.38 1.094 1.26
K 2.08 1.668 1.25
Rb 241 1.911 1.26
Cs 3.20 2.238 1.43
Fe 4.98 0.498 10

Co 4.98 0.483 10.3
Ni 7.02 0.458 15.3
Cu 0.695 0.505 1.38
Ag 0.646 0.645 1.00
Au 0.729 0.642 1.14
Sn 1.78 1.41 1.26
Pb 2.98 1.509 1.97

Tabelle 7.2: Vergleich zwischen experimentellem und nach (7.2.8) berechneten Wert des Koeffizienten
v der elektronischen spezifischen Warme.

zu einfach ist. Fiir die 3d-Ubergangsmetalle tragen die 3d-Elektronen zwar wesentlich zur Zu-
standsdichte beim Fermi-Niveau bei, diese Elektronen sind aber stark lokalisiert und kénnen
deshalb schlecht mit vollig delokalisierten, freien Elektronen beschreiben werden.

Die beobachten Abweichungen zwischen Yexp und yiheor haben im Allgemeinen folgende Ur-
sachen:

e Die Wechselwirkung der Elektronen mit dem durch die positiven Ionen gebildeten Kri-
stallpotenzial. Wir werden in Kapitel [§ sehen, dass dies zu einer Bandmasse m* der Elek-
tronen fiihrt, die wesentlich grofer als m sein kann. Deshalb kann y oc m* auch wesent-
lich grofier werden als der Wert, den wir mit der Masse m des freien Elektrons berechnen.

e Die Wechselwirkung der Elektronen mit den Phononen. Diese Wechselwirkung fiihrt
auch zu einer erhohten effektiven Masse. Anschaulich kénnen wir argumentieren, dass
die Elektronen bei ihrer Bewegung durch das Kristallgitter dieses verformen. Sie miissen
dann eine Deformation mitschleppen, die zu einer erhohten effektiven Masse fiihrt.

e Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander fiihrt in dhnlicher Weise zu einer
erhohten effektiven Masse.

Vertiefungsthema: Schwere Fermionen:

Mehrere intermetallische Verbindungen mit 4f- oder 5f-Elementen (z.B. UBey3, UPt;, CeAls,
CeCu,Siy) zeigen y-Werte, die mehrere Grofienordnungen grofler sind, als der nach
mit der freien Elektronenmasse m erwartete Wert. Die Ursache fiir diese extrem hohen Wer-
te sind die f-Elektronen in diesen Substanzen. Da der Uberlapp der Wellenfunktionen der
f-Elektronen benachbarter Atome sehr gering ist, sind diese Elektronen stark lokalisiert. Bei
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tiefen Temperaturen stehen die {iblicherweise lokalisierten f-Elektronen an der Schwelle zur
Delokalisierung. Die Elektronen sind dann aber nicht frei beweglich wie die s-Elektronen der
Alkalimetalle, sondern spiiren immer noch stark ihre Lokalisierungstendenz. Dieser Tatsache
kann durch eine hohe effektive Masse m* > m Rechnung getragen werden. Typischerweise ist
m*/m ~ 100 — 1000. Man nennt diese Substanzen deshalb Schwere Fermionen

In dem Schwere-Fermionen-System CeCu,Si, wurde im Jahre 1979 von Frank Steglic Su-
praleitung entdeckt. Supraleiter zeichnen sich dadurch aus, dass sie den elektrischen Strom oh-
ne Energieverlust tragen konnen. Diese Eigenschaft entsteht durch die koordinierte Bewegung
zweier Elektronen, welche ein so genanntes Cooper-Paar bilden. In klassischen Supraleitern
entsteht diese Koordination durch die elastische Kopplung der Elektronen an die Bewegung
der Atome im Kristallgitter. Bei Schwere-Fermionen-Supraleitern vermutet man hingegen, dass
die Bewegung der “schweren Elektronen” durch ihre Kopplung an die Bewegung der magne-
tischen Momente koordiniert wird. Dieser Mechanismus scheint nicht nur der Supraleitung in
Metallen mit schweren Fermionen zugrunde zu liegen. Man vermutet vielmehr, dass in ihm
auch der Schliissel zum Verstdandnis der Hochtemperatur-Supraleiter zu finden ist. Deshalb
werden heute Schwere-Fermionen-Systeme intensiv erforscht.

107, Fisk, J.L. Smith, H.R. Ott, Physics Today 38, 20 (1985).
UErank Steglich, geboren am 14. Miarz 1941 in Dresden.
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7.3 Transporteigenschaften

Wir werden uns im diesem Abschnitt mit den Transporteigenschaften des freien Elektronenga-
ses beschiftigen. Dabei werden wir die Konzepte verwenden, die wir bereits in Abschnitt
bei der Behandlung des Warmetransports durch die Phononen eingefiihrt haben, verwenden.

7.3.1 Elektrische Leitfahigkeit
Definition der elektrischen Leitfihigkeit

Die elektrische Leitfdhigkeit o eines Festkorpers ist definiert als Proportionalitdtskonstante
zwischen treibendem elektrischem Feld E und resultierender elektrischer Stromdichte J{

J = 0E . (7.3.1)

Die Einheit der elektrischen Leitfdhigkeit ist 1/QOm oder A/V m.

Transporttheorie

Um die elektrische Leitfahigkeit eines Festkorpers zu berechnen, miissen wir die elektrische
Stromdichte J als Funktion der mittleren Geschwindigkeit (v) = (hk/m) angeben. Die Strom-
dichte ergibt sich aus (v) durch Multiplikation mit der Ladungstrégerdichte n und der Ladung
e

] = enZ(k) =ce Zl; . (7.3.2)

<|~

>
k,o

Im thermischen Gleichgewicht ist (k) = 0 und es flie8t kein elektrischer Strom. Eine endliche
elektrische Stromdichte erhalten wir nur in einer Nichtgleichgewichtssituation. In Analogie zu
(6.4.3) konnen wir schreiben:

j = [<k>—<k>0] LS (7.3.3)

Wir sehen, dass wir nur dann eine endliche Stromdichte erhalten, wenn die Impulsverteilung
der Elektronen von der Gleichgewichtsverteilung abweicht.

Wir miissen jetzt kldren, wie sich die Impulsverteilung der Elektronen in einem bestimmten
Raumgebiet dndern kann. Hierzu tragen erstens von auflen wirkende Kréfte und zweitens
Streuprozesse der Elektronen bei. Wir konnen also schreiben:

d(k a(k a(k
LIBEILY L) (7.3.4)
dt ot
Kraft Streu
2Da E = — V¢, taucht hier nicht wie bei der thermischen Leitfihigkeit ein Minuszeichen auf.

BWir werden im Folgenden positive Elementarladungen mit ¢ und negative mit —e bezeichnen. Die Richtung
der Stromdichte J = nev stimmt dann mit der technischen Stromrichtung tiberein.
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Abbildung 7.9: Die Fermi-Kugel umschlief3t alle besetzten Elektronenzustédnde im k-Raum. (a) Fir
F = 0 ist der Gesamtimpuls Null, da es zu jedem Wellenvektor k einen entsprechenden Wellenvektor
—k gibt. (b) Fir F # 0 wéchst jeder Wellenvektor im Zeitinterval t um 6k = % an. Dies entspricht einer
Verschiebung der Fermi-Kugel um dk.

Wir werden im Folgenden nur stationdre Prozesse behandeln, d.h. Prozesse bei denen % =0.
Wir werden ferner fiir die zeitliche Anderung des mittleren Elektronenimpulses durch Streu-
prozesse einem einfachen einfachen Relaxationsansatz

(k) - sk
o (7.3.5)

machen. Das heifit, wir beschreiben die Anderung des mittleren Elektronenimpulses durch eine
mittlere Streuzeit .

Die Anderung von (k) durch eine duflere Kraft F erhalten wir aus der Bewegungsgleichung

F = m—L =p2t (7.3.6)

zu

= - (7.3.7)
Kraft

Durch Integration erhalten wir daraus
K)(t) — (k)° = ok = — . (7.3.8)

Das bedeutet, dass durch die Kraft F die Wellenvektoren der Elektronenzustidnde innnerhalb
der Zeit t um 6k gedndert werden. Dies entspricht der Verschiebung der gesamtem Fermi-
Kugel um ok innerhalb der Zeit ¢ (siehe hierzu Abb. . Schalten wir die dufiere Kraft ab, so
relaxiert 5k o< e /T aufgrund von Streuprozessen wieder gegen Null.

Mit der Bedingung % = 0 folgt aus 1)

Sk = —1T. (7.3.9)

S|
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Die Kraft auf Elektronen im elektrischen Feld ist F = ¢E und wir erhalten damit aus (7.3.3) das
Ohmsche Gesetz

2

J = "TE = neuE . (7.3.10)
m
Hierbei ist
vo _ J o _et (7.3.11)
~  E  neE  m -

die Beweglichkeit. Die Beweglichkeit gibt an, welche Driftgeschwindigkeit vp der Ladungs-
trager pro elektrische Feldstdrke erzeugt wird. Fiir die elektrische Leitfahigkeit ergibt sich mit

der Definition (7.3.1))

2¢
o = EEm e s (7.3.12)
m MUE

Hierbei haben wir die mittlere freie Wegldnge ¢ = vrt benutzt. Die mittlere freie Weglidnge
ist die Strecke, die ein Elektron innerhalb der mittleren Zeit T zwischen zwei Streuprozessen
zuriicklegen kann. Zu beachten ist, dass zur Berechnung von ¢ die Geschwindigkeit der Elek-
tronen, d.h. die Fermi-Geschwindigkeit kr = fikp/m verwendet werden muss, und nicht etwa
die mittlere Driftgeschwindigkeit vp = 16k /m der Elektronen. Dies liegt daran, dass nur Elek-
tronen in einem schmalen Energieintervall der Breite ~ kgT um die Fermi-Energie an Streu-
prozessen teilnehmen kénnen (siehe Abb. . Dies wird durch das Pauli-Prinzip verursacht.
Da der maximale Energietibertrag bei einem Stofprozess in der Groffenordnung kgT < Ef
liegt, konnen Elektronen weit unterhalb der Fermi-Energie keine Streuprozesse machen, da es
keine freien Zustdnde gibt, in die sie gestreut werden konnten. Das Pauli-Prinzip verbietet ja
eine Doppelbesetzung. Nur die Elektronen in dem Aufweichungsbereich der Breite ~ kgT der
Fermi-Kugel, also diejenigen mit v ~ vr, finden freie Zustdnde und kénnen gestreut werden.

Die Interpretation des Ergebnisses fiir die elektrische Leitfdhigkeit ist evident. Wir er-
warten natiirlich, dass die transportierte Ladungsmenge proportional zu ne ist. Der Faktor e/m
muss auftauchen, da die Beschleunigung eines Elektrons im elektrischen Feld proportional zu
e/m ist. Die Zeit T bzw. die mittlere freie Wegldnge ¢ = vpT beschreibt schliellich das Zeit- bzw.
Langenintervall, in dem ein Elektron durch das elektrische Feld beschleunigt werden kann,
bevor es durch einen Streuprozess wieder abgebremst wird. Die mittlere freie Weglidnge der
Elektronen betrédgt typischerweise einige 10 bis 100 nm, kann aber bei tiefen Temperaturen und
sehr reinen Materialien bis in den cm-Bereich ansteigen.

Anmerkung zum Drude-Modell: Drude ging urspriinglich von einem klassischen freien
Elektronengas aus und erhielt fiir dieses System ebenfalls das Ergebnis (7.3.12). Die mittlere
thermische Geschwindigkeit vy, = 1/3kgT/m in einem solchen klassischen Gas ist bei Raum-
temperatur allerdings nur etwa 10”cm/s und damit um mehr als eine Gréenordnung klei-
ner als die Fermi-Geschwindigkeit. Da man durch Messung von o die Streuzeit T bestimmt,
berechnet man mit / = v4,7 im Rahmen des Drude-Modells eine sehr kleine mittlere freie
Wegliange im Bereich von nur 1 bis 10 A. Drude nahm deshalb an, dass die Elektronen an den
positiven Atomriimpfen gestreut werden. Diese Vorstellung ist natiirlich falsch. Wir werden in
Kapitel |8 sehen, dass die freie Wegldnge fiir Elektronen (bei T = 0) in einem perfekten Kri-
stallgitter unendlich grofs wird. Streuprozesse kommen nur aufgrund von Abweichungen von
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Abbildung 7.10: Zur Veranschaulichung des Energiebereichs derjenigen Elektronen, fiir die Streupro-
zesse mdoglich sind. Streuprozesse weit innerhalb der Fermi-Kugel sind durch das Pauli-Prinzip verbo-
ten. Nur Elektronen im Energiebereich der Breite ~ kgT um die Fermi-Energie kdnnen an Streuprozes-
sen teilnehmen.

der perfekten periodischen Struktur zustande. Wir wollen schliefilich darauf hinweisen, dass
im Rahmen des Drude-Modells (kein Pauli-Prinzip) alle Elektronen gestreut werden konnen,
wihrend bei Berticksichtigung des Pauli-Prinzips nur ein kleiner Teil T/ Tr der Elektronen nahe
an der Fermi-Kante streuen kann.

Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitfahigkeit

Die typische Temperaturabhéngigkeit des spezifischen elektrischen Widerstands p = 1/0 von
Metallen ist in Abb. skizziert. Die einzige temperaturabhidngige Grofle in ist die
Streuzeit T bzw. die mittlere freie Wegldnge /. Um die beobachtete Temperaturabhdngigkeit
von p zu verstehen, miissen wir die Streuprozesse der Elektronen betrachten. In einfachen Me-
tallen dominieren folgende Streuprozesse:

1. Streuung an Phononen
2. Streuung an Defekten und Verunreinigungen
3. Streuung an der Probenoberfldche
Wirken in einem Material mehrere Streuprozesse parallel, so kann die gesamte Streuzeit mit

Hilfe der empirischen Matthiessen-Regel bestimmt werden, nach der sich die Streuraten ad-
dieren:

1 1 1 1
T T1 T T3
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Abbildung 7.11: Temperaturabhéangigkeit des elektrischen Widerstands. Bei tiefen Temperaturen do-
miniert Ublicherweise die Streuung an Verunreinigungen und Defekten, bei hohen Temperaturen die
Streuung an Phononen.

Elektron-Phonon-Streuung: Die Streurate der Elektron-Phonon-Streuung ist proportional
zur mittleren Anzahl (n) der Phononen. Diese ist proportional zu T? bei tiefen Temperatu-
ren (T < Op) und proportional zu T fiir hohe Temperaturen (T > Op). Wir erwarten deshalb
folgende Temperaturabhéangigkeit des elektrischen Widerstands:

1. Hohe Temperaturen: T > Op:
1 T :
Wegen T (n) o< g erwarten wir
ppn o< T . (7.3.14)

2. Tiefe Temperaturen: T < Op:

Innerhalb eines Debye-Modells (Zustandsdichte D(w;) w%) erhalten wir fiir die Zahl

der Phononen fow* D(wg)dw, o< w*3. Mit ha* ~ kgT erhalten wir (n) o T°. Wir erwarten
deshalb % o (n) o T3 und damit Pph X T3. Im Experiment beobachtet man allerdings

Pph X T>. Dies liegt daran, dass wir zusitzlich noch einen Gewichtsfaktor zur Bewer-
tung der Streuprozesse berticksichtigen miissen. Betrachten wir die Streuung um einen
Winkel 9 zwischen den Wellenvektoren k und k’ vor und nach der Streuung, so sehen wir
aus Abb. dass die Geschwindigkeitskomponente in der urspriinglichen Richtung
v — 6v = v cos V ist. Die verlorene relative Driftgeschwindigkeit ist also 6v/v = 1 — cos 9.
Da die Streuung um kleine Winkel nur kleine relative Impulsiibertrédge liefert, muss der
zusitzliche Gewichtsfaktor (1 — cos 9) beriicksichtigt werden. Fiir kleine 9 (tiefe Tempe-
raturen) gilt (1 — cos®) ~ 9 o 4> = w; /07, wobei vs die Schallgeschwindigkeit ist,
Wegen w, = kgT/hist (1 — cos ) o< T? und wir erhalten insgesamt

pon x T° . (7.3.15)

Streuung an Defekten und Verunreinigungen: Die Anzahl der Defekte und Verunreini-
gungen in einer Probe ist temperaturunabhéngig. Deshalb erwarten wir einen temperatur-
unabhéngigen Beitrag

po = const. (7.3.16)
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vcosy V k

Abbildung 7.12: Zur Veranschaulichung des Gewichtsfaktors bei der Bewertung von Streuprozessen.

zum elektrischen Widerstand. Diesen Beitrag konnen wir bei sehr tiefen Temperaturen beob-
achten, wenn der Beitrag durch die Elektron-Phonon-Streuung sehr klein wird. Man nennt
diese temperaturunabhédngigen Beitrag auch den Restwiderstand. In sehr reinen einkristalli-
nen Proben kann die mittlere freie Wegldnge aufgrund von Defekten und Verunreinigungen
grofer als die Probengrofse werden. In diesem Fall miissen wir einen weiteren, temperaturun-
abhéngigen Streuprozess berticksichtigen, ndamlich die Streuung an der Probenoberfldche.

In Abb. sind einige experimentelle Daten zur Temperaturabhingigkeit des elektrischen
Widerstands gezeigt. Fiigt man einem reinen Metall Verunreinigungen hinzu, so nimmt der
Restwiderstand etwa proportional zum Verunreinigungsgrad zu (siehe Abb. und b). Die
beobachteten p(T) Kurven werden dann einfach um den héheren Restwiderstand py nach oben
verschoben. Als Funktion der Temperaturen erkennt man den Ubergang von p = pg bei tiefen
Temperaturen {iber einen p o< T° Bereich zur linearen Temperaturabhéngigkeit bei hohen Tem-
peraturen. Normiert man die Temperaturachse auf die Debye-Temperatur ®p und die Wider-
standsachse auf p(®p), so erhilt man fiir unterschiedliche Metalle das in Abb. gezeigte
universelle Temperaturverhalten.

6 : 0.6 — : : : 0.3 —————

0 Ag, rein L -
O Ag +0.02 at % Sn / — AAU'J.@7D5K
5 AAg+05at%Au K 0.5  Na: 202 K
/ / //cU +332 aw o Cu: 303K
=4 /: =04 02} ®AI395K
V Ni: 472 K
é J:( é /Cu +2.16 at% Ni \Cif
! R ! E
Cu +1.12 at% Ni
a 2 / 202 — 0.1
1 tp—-o 01 / Cu, rein
0 0.0 0.0
100 150 200 250 300 100 150 200 250 300 00 01 02 03 04 05
(@) (b) ()
T (K) T (K) T/e,

Abbildung 7.13: Temperaturabhangigkeit des spezifischen elektrischen Widerstands von verschie-
denen Metallen: (a) Ag mit unterschiedlichen Verunreinigungskonzentrationen, (b) Cu mit Ni-
Verunreinigung (nach J. Linde, Ann. Phys. 5, 15 (1932)) und (c) reduzierter Widerstand gegen reduzierte
Temperatur fir unterschiedliche reine Metalle.

Eine Grofle, die sich gut fiir die Charakterisierung der Reinheit eines elektrisch leitenden Ma-
terials eignet, ist das so genannte Restwiderstandsverhiltnis RRR (residual resistance ratio):

K
RRR — PBUOK) (7.3.17)

Po
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Fiir reine Materialien wird der Widerstand bei 300 K durch die Elektron-Phonon-Streuung do-
miniert. Gleichzeitig wird der Restwiderstand py sehr klein und man erhélt sehr hohe RRR-
Werte von bis zu 10°. Bei Legierungen wird dagegen auch bei 300 K der Widerstand durch die
Verunreinigungsstreuung dominiert und man erhalt RRR ~ 1.

7.3.2 Thermische Leitfahigkeit

Wie bei der Diskussion des Warmetransports im Kristallgitter in Abschnitt |6.4 definieren wir
die Warmeleitfdhigkeit k des Elektronengases als Proportionalitdtskonstante zwischen treiben-
dem Temperaturgradient VT und resultierender Warmestromdichte Jj:

Jn = —«VT. (7.3.18)

In volliger Analogie zur thermischen Leitfahigkeit des Phononengases erhalten wir fiir das
Elektronengas die thermische Leitfdhigkeit (vergleiche (6.4.9))

1
K = Fov T . (7.3.19)

Setzen wir den Ausdruck cy = 3nkBT—7; tiir die spezifische Warme und v? = v% = 2Ep/m =
2kpTr/m fiir die Geschwindigkeit ein, so erhalten wir

2 k2
Kk = % " nfT T . (7.3.20)

In Metallen tiberwiegt die thermische Leitfdhigkeit der Elektronen tiblicherweise die thermi-
sche Leitfahigkeit des Kristallgitters deutlich. Nur in stark verunreinigten oder ungeordneten
Metallen wird die Streuzeit T sehr klein und die Warmeleitfdhigkeit des Gitters kann in die
gleiche Grofsenordnung kommen wie diejenige des Elektronensystems. In Tabelle [7.3|sind die
experimentellen Werte von k(272 K) fiir einige Metalle aufgelistet.

Das Wiedemann-Franz-Gesetz

Vergleichen wir das Ergebnis (7.3.20) mit demjenigen fiir die elektrische Leitfdhigkeit, so sehen
wir, dass das Verhiltnis von thermischer und elektrischer Leitfahigkeit des Elektronensystems
direkt proportional zur Temperatur ist:

2 /k 2
g - % (f) T . (7.3.21)

Diesen Zusammenhang bezeichnet man als Wiedemann-Franz-Gesetz. Voraussetzung ist, dass
die gleichen Streuprozess zum elektrischen und thermischen Widerstand beitragen. Ware dies
nicht der Fall, so wiirde in den Ausdriicken fiir k und o eine unterschiedliche Streuzeit einge-
hen.
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Metall K L Metall K L
W/ecmK) (108 W/QK?) (W/ecmK) (108 W/QK?)

Al 2.38 2.14 Na 1.38 2.12
Ag 4.18 2.31 Pb 0.38 2.47
Au 3.10 2.35 Pt — 2.51
cd 1.00 2.42 Sn 0.64 2.52
Cu 3.85 2.23 Nb 0.52 2.90
Fe 0.80 2.61 Sb 0.64 2.57
In 0.88 2.58 w — 3.04
Mo — 2.61 Zn 1.13 2.31

Tabelle 7.3: Experimentelle Werte der thermischen Leitfahigkeit und der Lorenz-Zahl von Metallen bei
272K (Quelle: G.W.C. Kaye, T.H. Laby, Table of Physical and Chemical Constants, Langmans Green, London
(1966)).

Die GroBe k/oT ist nach (7.3.21) temperaturunabhingig. Sie wird als Lorenz-Zahl bezeichnet:

K 7'[2 kB 2
= = — (2) =244x108W/QK? . 7.3.22
L p— 3 (e) x107° W/ (7.3.22)

Wir sehen, dass gute elektrische Leiter auch gute Warmeleiter und umgekehrt sind. In Tabel-
le 7.3 sind die Lorentz-Zahlen einiger Metalle aufgelistet. Sie stimmen gut mit dem theoreti-
schen Wert {iberein.

Experimentell findet man, dass das Wiedemann-Franz-Gesetz immer nur bei hohen Tempera-
turen (grofSenordnungsmaflig etwa 100 K) gut erfiillt ist und auch der nach erwartete
Wert der Lorenz-Zahl gemessen wird. Zu tiefen Temperaturen hin nimmt dann allerdings der
Wert der Lorenz-Zahl ab und wird bei tiefen Temperaturen wieder konstant. Grund fiir diese
Temperaturabhidngigkeit ist eine unterschiedliche Wichtung der Streuprozesse beim elektri-
schen und thermischen Transport. Fiir den elektrischen Widerstand kommt es vor allem auf
eine effektive Impulsrelaxation der Elektronen an, da der durch das elektrische Feld erzeugte
Zusatzimpuls 6k abgegeben werden muss. Dies ist am effektivsten durch Prozesse moglich, bei
denen der Impuls von k ~ +k nach k ~ —k gedndert wird. Diese Prozesse fiithren zwar auch
zu einem thermischen Widerstand. Allerdings kommt es fiir den thermischen Widerstand vor
allem auf eine effektive Energierelaxation an. Ein Temperaturgradient erzeugt ndmlich keinen
Zusatzimpuls der Elektronen, sondern eine Zusatzenergie. Fiir eine Energierelaxtion sind aber
auch Prozesse mit kleiner Impulsdnderung (z.B. von kr + 6k nach kr — 0k mit 0k < kr) effektiv.
Diese Prozesse, die vor allem bei tiefen Temperaturen wichtig sind, da die Phononenzustiande
mit hohen Impulsen ausfrieren, tragen wenig zum elektrischen Widerstand bei. Dies erklart
die Abnahme der Lorenz-Zahl mit abnehmender Temperatur.

Anmerkung zum Drude-Modell: Wir wollen hier nochmals eine Anmerkung zum klassi-
schen Drude-Modell machen. Ein grofler Erfolg dieses Modells war, dass es das Wiedemann-
Franz-Gesetz richtig vorhersagte. Dies basierte allerdings auf dem Zufall, dass sich zwei feh-
lerhafte Annahmen gerade gegenseitig kompensiert haben. Im Drude-Modell wird im Aus-
druck k = %vaz’f der klassische Dulong-Petit-Wert ¢y = %nkB anstelle des richtigen Werts
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Cp = ”—znkgl eingesetzt, d.h. ein um etwa den Faktor T/Tr zu grofier Wert. Dies wird aber
2 Tr g g

wiederum kompensiert, indem die thermische Geschwindigkeit vfh = 2kgT/m anstelle der
richtigen Fermi-Geschwindigkeit v2 = 2kgTr/m, also ein um etwa T/Tr zu niedriger Wert
verwendet wird. Dadurch wird im Drude-Modell durch Zufall der richtige Ausdruck fiir die
thermische Leitfahigkeit und somit auch das Wiedemann-Franz-Gesetz erhalten.

Temperaturabhidngigkeit der thermischen Leitfahigkeit

Wir wollen kurz die Temperaturabhdngigkeit der elektronischen thermischen Leitfdhigkeit
diskutieren. Mit Hilfe des Wiedemann-Franz-Gesetzes folgt diese sofort aus der Temperatu-
rabhéngigkeit der elektrischen Leitfdhigkeit. Mit p = pg = const bei sehr tiefen Temperaturen,
pox T? fiir T < Op und p T fiir T > Op erhalten wir

. T fir T << ©p
k « —T x {T™* fiur TKOp . (7.3.23)
p .
const. fur T > Op

Wir erwarten also, dass k von hohen Temperaturen kommend zunéchst konstant ist und dann
geniigend weit unterhalb von ©p mit abnehmender Temperatur stark ansteigt, ein Maximum
durchlduft und bei sehr tiefen Temperaturen, bei denen die Verunreinigungsstreuung domi-
niert, proportional zu T abnimmt. Wir erhalten wie bei der Warmeleitfahigkeit des Gitters
ein Maximum der thermischen Leitfdhigkeit, dessen Hohe und Temperatur von der Reinheit
der Probe abhéngt. Dieses Verhalten ist in Abb. tiir reine Metalle wie Kupfer oder Alu-
minium zu sehen. Sehr reine Proben (z.B. hochreines Kupfer) haben ein sehr ausgepragtes
Maximum bei tieferen, sehr verunreinigte Proben ein flaches bei hoheren Temperaturen. Fiir
Legierungen wird das Maximum vollig unterdriickt, da die mittlere freie Wegldnge fiir den
gesamten Temperaturbereich durch die temperaturunabhéngige Verunreinigungsstreuung do-
miniert wird und sehr klein ist. Fiir sehr reine Proben werden maximale Werte fiir k von mehr
als 10 000 W/m K erreicht.

Die elektronische Warmeleitfiahigkeit von Metallen ist im Allgemeinen um etwa den Faktor
100 grofser als die Warmeleitfahigkeit des Gitters, so dass letztere experimentell schwierig zu
beobachten ist. Der Grund dafiir liegt in der sehr effektiven Elektron-Phonon-Streuung. Diese
fiithrt in Metallen zu einer im Vergleich mit Isolatoren viel kleineren mittleren freien Wegléange
und damit zu einem sehr kleinen Beitrag der Phononen zur Warmeleitfdhigkeit. Die in Isolato-
ren dominierende Phonon-Phonon-Streuung ist in Metallen im Vergleich zur Elektron-Phonon-
Streuung vernachléssigbar klein. Der Beitrag des Gitters zur Warmeleitfahigkeit von Metallen
kann nur dann beobachtet werden, wenn der elektronische Beitrag stark unterdriickt wird. Dies
ist z.B. in Legierungen der Fall, in denen die Elektronen stark an Fremdatomen und Defekten
gestreut werden, so dass sie wenig zur Warmeleitfdhigkeit beitragen konnen.

7.3.3 Thermokraft

Bei der Herleitung der Warmeleitfahigkeit haben wir angenommen, dass kein Teilchentrans-
port stattfindet. Betrachten wir den in Abb. gezeigten eindimensionalen metallischen Lei-
ter, dessen Temperatur T; am einen Ende grofier ist als die Temperatur T, am anderen, so
erhalten wir im Mittel eine Elektronenbewegung von T nach T. Da die Elektronen aber den
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Abbildung 7.14: Temperaturabhangigkeit der Warmeleitfahigkeit von reinen Metallen (Cu, Al) und Le-
gierungen (Messing, Konstantan, Edelstahl).

Leiter nicht verlassen konnen, sammeln sie sich bei T, an, was zu einem elektrischen Feld E,
parallel zum Temperaturgradienten dT /dx fiihrt. Wir definieren nun

'E = SVT .| (7.3.24)

Die Grofie S bezeichnen wir als Thermokraft.

Um einen Ausdruck fiir die Thermokraft abzuleiten, betrachten wir unser eindimensionales
Modell in Abb. Offensichtlich ist wegen v; # v, der Mittelwert der Teilchengeschwin-
digkeit bei xo nicht mehr Null. Aufgrund des Temperaturgradienten erhalten wir eine mittlere
Diffusionsgeschwindigkeit in x-Richtung:

1
Vdiff = = 302 =5 [v(x —oT) —v(x +0T)] . (7.3.25)

Entwickeln wir v[T(x)] um xp und beriicksichtigen nur den Term erster Ordnung, d.h.
o[T(x)] =~ v(xp) + 2 (x — xp), so erhalten wir

1 dou dov
vdift = 5 v(xo) + %FW) —v(xq) — (JZ.X(UT):|
do d [v? T do? dT
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Abbildung 7.15: Zur Entstehung der Thermokraft.

Wir kénnen dieses Ergebnis auf drei Dimensionen erweitern, indem wir v durch 1v? ersetzen'*
3
und erhalten

Vdiff = —7% VT . (7.3.27)

Durch den Diffusionsstrom baut sich ein elektrisches Feld auf, dass einen Driftstrom

et
Vaift = E=pE (7.3.28)

zur Folge hat. Im stationdren Zustand miissen sich der Diffusions- und Driftstrom gerade kom-
pensieren, woraus sich

1 d 2
36”("12”) VT+eE = 0 (7.3.29)

ergibt. Wir benutzen jetzt noch, dass % (’"Tvz) = cy/n, also gleich der spezifischen Wéarme pro

Teilchen entspricht, und erhalten

1
E = —— VT . 7.3.30
3ne tv ( )

Mit der Definition (7.3.24) der Thermokraft ergibt sich

1
S = —— Cy = —

— . 7.3.31
3ne ( )

¢ E

m‘-ﬂw

kg kgT
F

Hierbei haben wir den Ausdruck tir die spezifische Warme des freien Elektronengases
benutzt. Wir erhalten fiir die Thermokraft S ~ —142 uV/K - Tlp Mit TlF ~ 1072 erhalten wir
also Werte im Bereich von —1 £V /K. Dieser Wert wird in einfachen Metallen in der Tat beob-
achtet. Allerdings wird die beobachtete Temperaturabhédngigkeit und auch das Vorzeichen der
Thermokraft im Modell des freien Elektronengases hdufig nicht richtig wiedergegeben. Experi-
mentell findet man hédufig eine positive Thermokraft. Eine Erkldrung dieser Tatsache erfordert
die Einbeziehung des Gitterpotenzials in die Transporttheorie (siehe Kapitel [g).

2

v = v?2 fiir ein isotropes Medium. Deshalb kénnen wir v2 durch

4Es gilt 02 + v§ + 92 = v? und auBerdem v2 = v

%02 ersetzen.
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Anmerkung zum Drude-Modell: Das klassische Drude-Modell liefert einen viel zu hohen
Wert fiir die Thermokraft. Dies resultiert daher, dass man in den um etwa den Faktor
T/Tr ~ 100 zu groflen klassischen Wert ¢y = 3kp fiir die spezifische Warme pro Teilchen
einsetzt. Im Rahmen des klassischen Modells tragen alle Elektronen zur Thermokraft bei. In
Wirklichkeit ist es aber aufgrund des Pauli-Prinzips nur eine kleiner Anteil T/Tf.

7.3.4 Bewegung im Magnetfeld

In Abschnitt haben wir die Bewegung von Elektronen unter der Wirkung eines elektri-
schen Feldes diskutiert. Wir wollen diesen Fall nun erweitern, indem wir auch Magnetfelder
berticksichtigen. Die auf die Elektronen wirkende Kraft ist dann durch

F = —¢[E+ v XxB] (7.3.32)
gegeben. Zusitzlich zur Kraft Fr = —¢E durch das elektrische Feld miissen wir die Lorentz-
Kraft F, = —e v x B beriicksichtigen. Fiir die zeitliche Anderung von (k) aufgrund der wir-

kenden Krifte und von Streuprozessen erhalten wir dann (vergleiche (7.3.7))

d(k) F ok e[E+vxB] ok

T R (7.3.33)

Im stationdren Zustand muss diese Anderung verschwinden. Mit der mittleren Driftgeschwin-
digkeit év = h‘%k erhalten wir also

_f[

v = E+6vxB] . (7.3.34)

Hierbei erscheint in der Lorentz-Kraft nur die mittlere Zusatzgeschwindigkeit év. Fiir E = 0
konnen wir im Kristall zu jedem Elektron mit Geschwindigkeit v auch ein Elektron mit Ge-
schwindigkeit —v finden, so dass die mittlere Lorentz-Kraft verschwindet.

Wir nehmen im Folgenden an, dass das Magnetfeld parallel zur z-Achse ausgerichtet ist. Wir
erhalten dann aus Gleichung (7.3.34) fiir die kartesichen Komponenten von év:

E
S0y = —wWeT <B"+50y> (7.3.35)
E
vy = —wT (By—svx> (7.3.36)
0v, = —wWT <EBZ> . (7.3.37)

Hierbei haben wir die Zyklotron-Frequenz

w, = EB = 1.76 x 10''s~! - B[T] (7.3.38)
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VerwendetH Losen wir das Gleichungssystem (7.3.37) nach 6vy, 6v, und v, auf und fiihren
die Stromdichte J] = —nedv ein, so erhalten wir

Jx 1 —WeT 0 E,

] = —— | twr 1 0 E (7.3.39)

y - 2.2 ¢ y : e

. 1+ wer 0 0 1+ E,

Hierbei ist
2
o = XT (7.3.40)

m

Hall-Effekt

Wir betrachten nun die in Abb. gezeigte Probenform. Das von aufien angelegte elektrische
Feld soll in x-Richtung zeigen, das Magnetfeld in z-Richtung. Ein Ladungsfluss soll nur in x-
Richtung moglich sein. Aus der Bedingung ], = 0 erhalten wir dann aus (7.3.39)

wTEx+E;, = 0 (7.3.41)

oder

B
E, = —wrTE, = —% Ey = —uBE, . (7.3.42)

Wir sehen also, dass sich in der Probe ein elektrisches Querfeld in y-Richtung aufbaut. Diese
Erscheinung bezeichnen wir als Hall-EjfektE Das transversale elektrische Feld nennen wir
Hall-Feld. Das Hall-Feld kommt dadurch zustande, dass die Elektronen aufgrund der Lorentz-
Kraft eine Ablenkung in y-Richtung erfahren und sich dadurch auf der einen Stirnflache der
Probe ansammeln und von der gegeniiberliegenden abwandern. Dieser Prozess hilt solange
an, bis das entstandene elektrische Feld die Ablenkung der Elektronen im Magnetfeld gerade
kompensiert.

Wir kénnen in (7.3.42)) mit Hilfe von (7.3.39) das elektrische Feld E, auch durch [, ausdriicken
und erhalten:
eBt eBt ]y

Ey = _7 Ex = _HBEX = —? O——O g RHBIX . (7.3.43)

5Fiir 1 — 0o erhalten wir

= wWcbUy + O0x
= wWcOvy — 00y

= 60z .

Die Losung dieses Gleichungssystems ist eine Kreisbewegung in der xy-Ebene mit der Kreisfrequenz w,. Den Fall
weT > 1 werden wir aber erst spdter diskutieren. In diesem Fall sind die ebenen Elektronenwellen keine guten
Eigenzustdnde mehr. Wir miissen den Effekt des Magnetfeldes gleich von Anfang an berticksichtigen und neue
Eigenzustdnde berechnen. Fiir Metalle ist £ ~ 100nm bzw. 7 = {/vp ~ 10~ 13s. Mit we ~ 101s ! bei B = 1T ist
fiir Metalle iiblicherweise w.t < 1. Dies dndert sich nur bei sehr hohen Magnetfeldern und sehr reinen Proben bei
sehr tiefen Temperaturen.

16Edwin Herbert Hall, geboren am 07. November 1855 in Great Falls, Maine; gestorben am 20. November 1938
in Cambridge, Massachusetts. 1879 entdeckte Hall im Alter von 24 Jahren den spéter nach ihm benannten Hall-
Effekt. Diese Entdeckung geschah im Zusammenhang mit seiner Doktorarbeit unter Henry Augustus Rowland
(1848-1901). Von 1881 bis 1921 forschte er an der Harvard Universitit auf dem Gebiet der Thermoelektrizitit.
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B, E,
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Abbildung 7.16: Zur Veranschaulichung des Hall-Effekts. Die Elektronen bewegen sich entgegen der
technischen Stromrichtung. Im stationaren Zustand kompensiert die Kraft Fr = —¢E, durch das Hall-
Feld die Lorentz-Kraft F;, = —edv x B.

Die Grofse

Ry = —— (7.3.44)

bezeichnen wir als Hall-Konstante und

E
Pry = Tj — Ry B (7.3.45)

als spezifischen Hall-Widerstand. Den Winkel

E B
tany = L = % — ooRy (7.3.46)
X

nennen wir Hall-Winkel.

Durch Messung der Hall-Konstante erhalten wir also das Vorzeichen und die Dichte der La-
dungstrager im untersuchten Festkorper. Um das Vorzeichen des Hall-Effekts im Detail zu ver-
stehen, miissen wir aber, dhnlich wie bei der Thermokraft, die Bandstruktur des Festkorpers
beriicksichtigen (siehe hierzu Kapitel[§ und [9).

Das Ergebnis, dass der Hall-Koeffizient proportional zu 1/#ne ist, kann mit kinetischen Vorstel-
lungen verstanden werden, wenn wir annehmen, dass die Ladungstrdager mit der Geschwin-
digkeit év driften und dabei die Lorentz-Kraft edv x B senkrecht zum Magnetfeld erfahren.
Das transversale elektrische Feld Ey = B x v = B x nie]q wird gerade zur Kompensation
dieser Ablenkkraft benotigt. Die Proportionalitdt zu 1/n ergibt sich dabei gerade deshalb, da
sich bei einer gegebenen Stromstdrke die Ladungstrdger umso schneller bewegen miissen, je
kleiner die Ladungsdichte ist und daher umso stiarker im Magnetfeld abgelenkt werden.

© Walther-Meifiner-Institut
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Messung des Hall-Effekts:

Fir die Messung des Hall-Effekts verwendet man Ublicherweise die in Abb. gezeigte Pro-
bengeometrie. Man erhalt mit obigen Gleichungen sofort, dass die gemessene Hall-Spannung
durch

Uy = RyBJb = pyJb = p%l (7.3.47)
gegeben ist. Das heif3t, Uy steigt mit zunehmender Stromdichte | und zunehmendem Magnet-
feld B sowie mit zunehmender Probenbreite b an. Da man im Experiment B und | (z.B. we-
gen Heizeffekten) nicht beliebig erhdhen kann, kann man die Probenbreite erhéhen, um eine
genligend groBRe Hall-Spannung zu erzielen. Dabei muss allerdings beachtet werden, dass man
nicht durch eine gegenseitige Verschiebung der Spannungsabgriffe fir Uy einen longitudinalen
Spannungsanteil mitmisst.

@) @B
L >
EEJ;BGBEB‘@@@E;EB
D| | ne=p b o @) U,
9 000060
U

Abbildung 7.17: Typische Probengeometrie zur Messung des Hall-Effekts: Hall-Barren mit
Lange L, Breite b und Dicke d, das Magnetfeld steht senkrecht auf der Probenebene.

Magnetwiderstand

Als Magnetwiderstand bezeichnen wir den magnetfeldabhidngigen spezifischen Widerstand
p = p(B) eines Festkorpers. Je nach relativer Orientierung von Strom- und Magnetfeldrichtung
unterscheiden wir zwischen:

longitudinaler Magnetwiderstand p| B J
transversaler Magnetwiderstand p; B 1l]J. (7.3.48)

Transversaler Magnetwiderstand: Wir betrachten wieder die in Abb. gezeigte Geome-
trie. Der von aufien aufgeprégte Strom soll in x-Richtung flieffen und das Magnetfeld soll in
z-Richtung angelegt sein. Mit der Bedingung ], = 0 folgt aus (7.3.39)

wTEy +E, = 0 . (7.3.49)

Setzen wir den daraus folgenden Ausdruck fiir E,, in (7.3.39) ein, so erhalten wir

%0 00 2,2
]x = mEx_wcTEy = mEx‘f‘wcT E,
O
- Tc?)zq'z(l—i_w?Tz)Ex - UOEX . (7.3.50)
c
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Wir sehen also, dass p(B) = 1/0p = const ist. Der transversale Magnetwiderstand in der ge-
zeigten Konfiguration verschwindet also. Die Ursache dafiir ist, dass die aus dem Hall-Feld
E, resultierende Kraft —eE, die Lorentz-Kraft —ev x B = —ev,B, gerade kompensiert. Die
Ladungstrager konnen sich somit in x-Richtung bewegen, ohne dass sie die Lorentz-Kraft auf-
grund des anliegenden Magnetfeldes spiiren. In Experimenten beobachtet man allerdings im-
mer einen endlichen Magnetwiderstand. Dies zeigt, dass das Bild der freien Elektronen zu
einfach ist und wir fiir die Erkldrung des transversalen Magnetwiderstands unser Modell er-
weitern miissen. Dies konnen wir z.B. im Rahmen des Modells freier Elektronen durch ein so
genanntes Zweibandmodell tun, das wir spéter in Abschnitt[9.6.2) vorstellen werden. Wir wer-
den in Kapitel 9] aber auch sehen, dass wir bei Beriicksichtigung des periodischen Gitterpoten-
zials und des damit verbundenen Ubergangs von freien Elektronen zu Kristallelektronen eine
starke Modifikation der Bewegung von Elektronen in elektrischen und magnetischen Feldern
erhalten. Dies werden wir in Kapitel [ genauer diskutieren.

Longitudinaler Magnetwiderstand: Im Modell der freien Elektronen erwarten man weder
fir das Einbandmodell noch fiir das Zweibandmodell (siehe Abschnitt einen endli-
chen longitudinalen Magnetwiderstand im Widerspruch zu den experimentellen Befunden.
Fiir das Verstdndnis des longitudinalen Magnetwiderstands bendtigen wir die Kenntnis der
E(k)-Abhingigkeiten von Elektronen unter dem Einfluss des periodischen Gitterpotenzials.
Wir werden in Kapitel {8 sehen, dass die Flachen konstanter Energie fiir solche Elektronen ei-
ne komplizierte Form annehmen kénnen. Einen longitudinalen Magnetwiderstand erwarten
wir nur dann, wenn die Flachen konstanter Energie nicht mehr wie fiir freie Elektronen kugel-
symmetrisch sind. Generell ist die Abhédngigkeit des Magnetwiderstands einer einkristallinen
Probe eine komplizierte Funktion der Richtung von Strom und Magnetfeld relativ zu den Kri-
stallachsen. Diesen komplexen Zusammenhang wollen wir hier nicht diskutieren.

Vertiefungsthema: Magnetowiderstandseffekte

Als Magnetowiderstandseffekt (MR: Magneto Resistance) bezeichnet man die relative
Anderung des elektrischen Widerstands als Funktion des angelegten Magnetfeldes:

MR = P(B)—p(0) _ Ap (7.3.51)

p(0) p
Alle nicht-magnetischen Metalle zeigen einen positiven Magnetwiderstandseffekt (der Wider-
stand nimmt mit wachsendem Feld zu). Dieser ist eine Folge der Lorentz-Kraft, die ein angeleg-
tes Magnetfeld auf die sich bewegenden Ladungstrager austibt. Die Elektronen bewegen sich
deshalb zwischen zwei Stéflen (z.B. mit Verunreinigungen oder Phononen) auf gekriimmten
Bahnen. Anschaulich kann man sich deshalb den positiven Magnetwiderstand durch eine Ver-
kleinerung der effektiven freien Weglidnge ¢ zwischen zwei StofSereignissen erkldren (eine ge-
nauere Diskussion folgt spéter). Der positive Magnetwiderstand folgt der so genannten Kohler-

Regel T

Ao p(B)=p(0) _ (BN _ s
o= P = () = Few 7352

17Kohler, Annalen der Physik 32, 211 (1938).
18], M. Ziman, Electrons and Phonons, Clarendon Press (1963), p- 491.
19Es gilt B/p(0) = ne%fr = new,7. Da der Zyklotron-Radius durch R, = w,/vr und die mittlere freie Weglénge

durch ¢ = vpT gegeben ist, kénnen wir auch B/p(0) = neRL’C schreiben.
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Hierbei ist F eine Funktion, die von der Art des jeweiligen Metalls abhéngt. Da der Magnet-
widerstand nicht vom Vorzeichen von B abhdngen darf, kann die Funktion F keine lineare
Funktion in B sein. Experimentell beobachtet man in kleinen Feldern meist eine quadratische
Abhiangigkeit. Eine Plausibilitdtsbetrachtung dafiir ist nachfolgendem Kasten gegeben, eine
tiefergehende Diskussion folgt spéter in Kapitel [9]

Plausibilititserklarung fiir den Magnetwiderstand:

Wir gehen davon aus, dass die Ladungstrager nach der mittleren Zeit 7 elastisch gestreut wer-
den. Die Leitfahigkeit ist proportional zur mittleren freien Weglange ¢ = vrt. Die Ladungstrager
bewegen sich zwischen den Streuprozessen auf Landau-Bahnen mit Radius R, = vpm/eB, wo-
bei die Umlauffrequenz durch die Zyklotron-Frequenz w. = eB/m gegeben ist (siehe Abb.
Mit den Bezeichungen ¢y = Tovf, £y/R. = ¢ und R = vp/w, ergibt sich aus Abb.[7.18c

2 o @ 1 /p\3
=35 ¢ (E) (7.3.53)
und damit
_ L 2 2
=Y <1 i wc> . (7.3.54)
Der spezifische Widerstand p ist reziprok zur effektiven mittleren freien Weglange ¢ und damit
ergibt sich
=il
O (1= Fraw?) =4t
4p 70 ( 2 C) ° (7.3.55)
Po I
2
Mit o = ne?>t/m und w,. = eB/m folgt dann ﬁ—(’)’ ST (%) , was der Kohler-Regel entspricht.
(a) (b)

Abbildung 7.18: Driftbewegung von Elektronen ohne (a) und mit (b) Magnetfeld. Vollstandige
Umlaufe auf Landau-Bahnen sind nur bei sehr niedrigen Temperaturen, sehr reinen Proben und
hohen Magnetfeldern zu erwarten.

Der positive Magnetwiderstand tritt auch in magnetischen Metallen auf, auch wenn er dort
teilweise von wesentlich grofieren negativen Magnetowiderstandseffekten (der Widerstand
nimmt mit zunehmendem Feld ab) iiberlagert wird. Gleichung zeigt, dass der posi-
tive Magnetwiderstand sehr grofs werden kann, wenn pg sehr klein bzw. die Streuzeit T sehr
grof3 ist. Dies ist in sehr reinen Metallen bei sehr tiefen Temperaturen der Fall@ So nimmt
z.B. in reinem Cu oder Ag der Widerstand in angelegten Feldern von etwa 10T bei niedrigen
Temperaturen um bis zu 5% zu. Bei Raumtemperatur ist der positive Magnetwiderstand aber
generell klein und deshalb nicht fiir Anwendungen nutzbar.

20E. Fawcett, Advances in Physics 13, 139 (1964).
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Abbildung 7.19: Magnetwiderstand von Fe/Cr-Schichtstrukturen bei 4.2K. Es wird ein maximaler Ma-
gnetwiderstand bei einer Cr-Schichtdicke von 0.9 nm beobachtet. Fur diese Schichtdicke liegt im feld-
freien Fall eine antiparallele Kopplung der Magnetisierungen vor (nach M. N. Baibich et al., Phys. Rev.
Lett. 61, 2472 (1988)).

Eine Vielzahl weiterer, meist negativer magnetoresistiver Effekte tritt in ferromagnetischen Me-
tallen und Schichtstrukturen aus solchen Metallen auf£1]

e AMR (Anisotropic MagnetoResistance)

¢ GMR (Giant MagnetoResistance)

o CMR (Colossal MagnetoResistance)

e TMR (Tunneling MagnetoResistance)

e BMR (Ballistic MagnetoResistance)

e EMR (Extraordinary MagnetoResistance)

e GMI (Giant MagnetoImpedance)

Lange bekannt ist der “anisotrope magnetoresistive Effekt” (AMR), der bereits 1857 durch
Thomson entdeckt wurde und in ferromagnetischen Materialien auftritt. Deren spezifischer
Widerstand ist parallel zur Magnetisierung einige Prozent grofier als senkrecht dazu. Der AMR
ist allerdings erst tiber 100 Jahre nach seiner Entdeckung in die erste technische Anwendungen
eingeflossen. Dabei handelte es sich um die Leseeinheit in Bubblespeichern Ende der 1960er
Jahre. Um 1980 wurde mit der Entwicklung der ersten AMR-Sensoren begonnen. In diinnen
Schichten aus weichen ferromagnetischen Materialien ist die Magnetisierung leicht drehbar, so
dass mit Hilfe des AMR Magnetfeldsensoren realisiert werden konnen.

Eine rasante Entwicklung der Untersuchung und auch der technischen Nutzung magnetore-
sistiver Effekte setzte Ende der 1980er Jahre ein, als Peter Griinberg und Albert Fert fast zeit-
gleich entdeckten, dass der elektrische Strom in Schichtsystemen, die aus ferromagnetischen

2lsiehe z.B. Spinelektronik, R. Gross und A. Marx, Vorlesungsskript, Technische Universitit Miinchen (2004).
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und nicht-magnetischen, metallischen Schichten bestehen, stark von der relativen Orientierung
der Magnetisierung in den ferromagnetischen Schichten abhéingt Es wurde festgestellt,
dass der elektrische Widerstand der Vielschichtsysteme grofs bzw. klein ist, wenn in benach-
barten ferromagnetischen Schichten die Magnetisierungsrichtungen antiparallel bzw. parallel
ausgerichtet sind (siehe Abb.[7.19). Der damit verbundene, sehr groe magnetoresistive Effekt
(typischerweise einige 10 bis 100%) wurde Giant MagnetoResistance (GMR) Effekt genannt.
Dieser Effekt wurde bereits 10 Jahre nach seiner Entdeckung in Lesekdpfen von Computer-
Festplatten verwendet und hat zu einem grofien wirtschaftlichen Erfolg gefiihrt;~| Weitere
magnetoresistive Effekte wie der Colossal MagnetoResistance (CMR) Effek oder der
Tunneling MagnetoResistance (TMR) Effek werden heute intensiv erforscht. Der TMR
kommt bereits heute bei der Realisierung von so genannten Magnetic Random Access Me-
mories (MRAM) zum Einsatz. Hierbei handelt es sich um nichtfliichtige Speicherelemente mit
Zugriffszeiten im ns—Bereich

2p Griinberg, R. Schreiber, Y. Pang, M.B. Brodsky, H. Sower, Phys. Rev. Lett. 57, 2442 (1986).

23G. Binasch, P. Griinberg, F. Saurenbach, W. Zinn, Phys. Rev. B 39, 4828 (1989).

24M.N. Baibich, ].M. Broto, A. Fert, Van Dau N guyen, F. Petroff, P. Etienne, G. Creuset, A. Friedrich, J. Chazelas,
Phys. Rev. Lett. 61, 2472 (1988).

25P. Griinberg, Magnetfeldsensor mit ferromagnetischer diinner Schicht, Patent-Nr.: P 3820475 (1988).

26R. von Helmholt, J. Wecker, B. Holzapfel, L. Schultz, and K. Samwer, Phys. Rev. Lett. 71, 2331 (1993).

27T M.D. Coey, M. Viret, S. von Molnar, Adv. Phys. 48, 167 (1999).

28Y. Tokura (Ed.), Colossal Magnetoresistive Oxides, Gordon and Breach Science Publishers, London (1999).

29]. S. Moodera, L. R. Kinder, T. M. Wong, R. Meservey, Phys. Rev. Lett. 74, 3273 (1995).

30T, Miyazaki et al., J. Magn. Magn. Mat. 151, 403 (1995).

31Spin Electronis, M. Ziese and M. J. Thornton eds., Springer Berlin (2001).

32 Magnetische Schichtsysteme, 30. Ferienkurs des Instituts fiir Festkorperforschung, FZ-Jiilich GmbH, Schriften des
Forschungszentrums Jiilich (1999).
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